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CHAPITRE 5
PREMIERE PERIODE
COURBES
I) Courbes paramétrées planes .

d, : Une fonction vectorielle est une application f:/ — R? ou / est un intervalle de R .

PS s R?
e f()=(x(0), (1))
Rappel

Soit /=(a,h)eR? , Hl”=\/a2 +b .

d, : Soient f:/ —R? une fonction vectorielle et 7, €/ .

les fonctions x et y sont les fonctions coordonnées de I'application 1.

On dit que /'admet une limite en ¢, lorsqu'il existe /€ R? tel que }1%1“ F-1|=0.
-l
Notation : lhrfl f(=1I.
—lh
p, : Soient f/:1 —R? une fonction vectorielle , 1, €/ et [=(a,h)eR? .
Ona: limf(t)=l<limx(t)=aet limy(t)=>b .
-1, -1, -1,

Preuve
(=) On suppose que tlintlf H)=1I.
—ly

OSlx(t)—als\/(x(t)—a)2 +((t)-b)* =”f(t)—l“wO:tliEllx(t)—d=O:>tliglx(t)=a )

0<|p(0)—B| < J(x(0) - @) +(¥(1) - b)? =”f(t)—l|]Tt0~>O:>lli_)r§;]y(t)-b]:0:>tli_>r}‘01y(t)=b .

(<) On suppose que limx(t)=a et limy(1)=5b .
t—1, t—t,

0|7 (1)~ 1] = J(x(1) - a)* +(¥(1) - b’ S]x(t)—a|+|y(t)—b|TtO>0:>tli_£2“f(t)—l” =0=lim/(0)=1 .

Exemple
R ->R?
Soit f: , ¢ _,ona: %i_r)r(}f(t):(l,l) , tl_lgl f(t)=(0,400) .

d, : Soient f:/ —R? une fonction vectorielle et 1, €/ .

On dit que f'est continue en f, lorsque thr? J(O)=f(t) .
—ly

On dit que f'est continue sur / lorsque 1 est continue en chaque ¢, de /.

p, : Soient f:1 —R? une fonction vectorielle et £, e/ .

La fonction fest continue en /, si et seulement si les fonctions coordonnées x et y sont continues en #, .
Preuve
Il suffit d'utiliser p, .

d, : Soient f:1—R?* une fonction vectorielle et 7, e/ .

. .- . r)y— 1 . -
On dit que f'est dérivable en ¢, lorsque thI?Li—Tf@ existe et dans ce cas , onnote f'(#,) cette limite .
1 =1

On dit que f est dérivable sur / lorsque f est dérivable en chaque #, de /.



p, : Soient f:/ —R? une fonction vectorielle et #, €/ .
La fonction fest dérivable en ¢, si et seulement si les fonctions coordonnées x et y sont dérivables en ¢,
etdans ce cas, f'(f,)=(x'(¢,).)'(t,)) -

Preuve

Il suffit d'utiliser p, .

ds : Soit f:1—»R* une fonction vectorielle .

On dit que fest de classe & sur / lorsque fest indéfiniment dérivable sur / , ce qui est équivalent a
ce que les fonctions coordonnées le soient .
Exemple
3
Soit f: R->R
t > (cost,sint)

la fonction vectorielle fest de classe ™ sur R .
VieR . ™ (1)=(cos™ (1).sin" (1)) = (cos(t + = ) sin(t +—))

p,:Sotent f,g:] — R? deux fonctions Vectorlelles dérivables sur / , alors on a :
1) Lafonction f.g estdérivablesur/et (f.g)'=/f"g+ f.g

ii) Si 0 sur/, la fonction || /]| est dérivable sur / et Hf”’ _

o
[l
ii1) La fonction det( f,g) est dérivable sur / et (det( f,g)) =det(f",g)+det(f,g’) .
Preuve

I->R? I 5R2
s (w0 S E 1o (o (O p,(0)
I >R

VT8 s x (00 + 3 (O3, (0)
La fonction f.g est dérivable sur /.
(f-8) =(ax + 1)) = X%+ + iy + 3y, =g+ /8
i Ul=d77 LY _SSrLS Lo
i) “f” ”fl( r——_ 5 r__f.f ”fl] .
I->R

det
i) Aet1-8): 1 s (3 () =3 (O3(0)
La fonction det(f,g) est dérivable sur /.

(det(f,2)) =(xy, —%0) =Xy, + 0y, =1 — ¥ =det(f',g) +det(f,g") .

JI=>R?
> (x(0), (1))

. - Une courbe paramétrée est 'ensemble des points M du plan tels que OM = f()ou f

est une fonction vectorielle .

On dit aussi que {ii;((?)

M(x(¢),y(t)) est le point de la courbe correspondant au parameétre ¢ .

est une représentation paramétrique de la courbe .

Exemples
X=Xx,+rt
L ]
Y=Yy tst
vecteur directeur u(r,s) .
X=X, + Rcost
Y=Y, + Rsin/

, € R est une représentation paramétrique de la droite passant par A4(x,,},) ayant pour

, 1 €[0,2n est une représentation paramétrique du cercle de centre €(x,,y,) de rayon R .

« Soit la courbe # d'équation cartésienne x* + 3> =1 avec x>0 et y>0 .

x = cost *=
y=sint et{ y=+1-¢ sont deux représentations paramétriques de la courbe Z .
tel[0,m/2] te[0,1]



2) Tangente en un point d'une courbe paramétrée
I sR?
1 (x(0),y(1))

On considére la courbe Z de représentation paramétrique {

Pour tout le paragraphe , f: est une fonction vectorielle de classe # sur /.

x=x(1)
=y(t)’

Soit el , M(t) est le point de la courbe correspondant au parametre 7 .

On identifie le vecteur O—M(ﬁ =x(1)i +y(t)j & f(1) .

d,:Soitrel .

Le vecteur I-/;(t) =x'(1)i +y'(1)] est appelé vecteur vitesse au point M(r) ala courbe 7 .

rel .

Le vecteur Z(t) =x"(1)i +y"(t)] est appelé vecteur accélération au point M(¢) a la courbe # .
Remarques
« Interprétation cinématique .

Un mouvement ponctuel est une courbe # ayant une représentation paramétrique { B Y((I;)) el .
Le parametre ¢ désigne le temps .
Le mouvement ponctuel est dit :

i) uniforme lorsque : Ve / , ,V(t)”= k
ii) rectiligne lorsque : Vie ! , M(t)e Z ou & est une droite un plan ,
ii1) a accélération centrale lorque : 34€ .7 / Viel , AM(t) et A(t) colin€aires .
e On a les relations : Vie/ , V—(5=f’(t) et Z(T)zf”(t) .
dg : Soit 1€ , on dit que le point M(¢) est régulier lorsque 17(t) #0 et dans le cas ou V(t) =0 , on dit que
le point M () est singulier .
d, : Soit f, el ,onnote M,=M(,) .

La tangente au point M, a la courbe #  est la position limite de la droite (M M (¢)) lorsque ¢ tend vers #; .

M(r)
Th, : Soit t, €/ , on note toujours M, =M(z,) .

Si le point M|, est un point régulier , c'est-a- -dire J 4} )#0 , alors I‘v';{fﬂ’) est un vecteur directeur de la
tangente au point M, a la courbe %
Démonstration
l) OM(t)-0OM, M M(t
V(fo) f(to —l f() f(() _1 () __1 ()

=1, [ — t%to -1, =ty =1

M, M (t) est un vecteur directeur de la droite (M,M(¢)) , par passage a la limite lorsque ¢ tend vers ¢ ,

0
on en déduit que 17(10) est un vecteur directeur de la tangente au point A, a la courbe & .
Exemple

=7

Soit la courbe # de représentation paramétrique | y =t .
teR

Détermination de la tangente au point M(¢,) a la courbe Z lorsque ¢, € {1,0} .

VieR | V()=(GR21) , V(1)=(3,2) et V(0)=(0,0)=0 .

M(1)=(1,1) est un point régulier , ?(l) est un vecteur directeur de la tangente au point A/(1) a la courbe % .
M(0)=(0,0) est un point singulier car V(O) =0 .



Remarque
On admet la relation suivante qui sera démontrée dans la chapitre sur les développements limités :

2 n
£0= £+ =11+ E 00+ T 10 L 0 - ) o
g:1 — R? vérifie la relation th_gla(t)zO .

On a encore :

)’

(t- tO Y

3
M(t)= M(’0)+(f_fo)V(’o)+( ~ A(f) « [!O) fOU)+..+ ——2— (1) + (1 -1, V()

Th, : Soit {, e/ , on note t()umm« My,=M(,) .

Sott p le plus petit entier strictement positif tel que f7 (4, )#0 , alors W (t,)= f7(t,) est un vecteur

directeur de la tangente au point M, a la courbe #

Démonstration
2 p-1
FO= 1)+ 10 o) ) O 1) + R P ) 600
=0
(f t()
SM(@)=M,+ W(t0)+(t 1) e(t)
= MM(t)= « ‘p(;) W (ty)+ (1 —1,)P&(0)
=W (ty)+ ple(r) = = L 7 M M(1)
¢ O
:>W(t0)—th_)ng(t f)pMM(t)

p!

Puisque M M (t) est un vecteur directeur de la droite (M M (¢)) , le vecteur » > M,M((t) est aussi un

ly
vecteur directeur de la droite (M,M(t)) , puis il suffit de faire un passage a la limite lorsque f tend vers ¢, .
Remarque

La plupart du temps p=1, c'est-a-dire , le point M, =M(t,) est régulier .

d,, : Soit t, €] , on note toujours M, = M(t,) et W un vecteur directeur de la tangente au point M, a
la courbe @ , W = V(to) si V(to);tﬁ :
On a quatre possibilités pour la courbe au voisinage de i, :

N ; ™

A= f \
\A Vi
y M, ! Z:(Mo

/ § /\

{ i
> v

Point ordinaire Point d'inflexion
AN , /N
i A}
w A . .
\L- W 7%
/@LMO M,
i ; /f
Point de rebroussement Point de rebroussement

de premiére espece de deuxieéme espece



I;”h'3 : Soit £, €/ , on note toujours M, =M(t,) .

Soit p le plus petit entier strictement positif tel que f*7'(z,) £0 , W= f*P(t,) est un vecteur directeur

de la tangente au point M, a la courbe & .

Soit ¢ le plus petit entier strictement supérieur a p tel que 79(z,) ne soit pas colinéaire a W/

On note R= V(1) .

Alorsona:

st p=1 et g=2 alors M, est un point ordinaire (c'est le cas le plus fréquent) ,

si p=1 et g=3 alors M, est un point d'inflexion ,

st p=2 et g=3 alors M, estun point de rebroussement de premiére espéce ,

si p=2 et g=4 alors M, est un point de rebroussement de deuxieme espece (ce cas n'est pas fréquent) .
Démonstration

Puisque W et R ne sont pas colinéaires , {W ?é} est une base du plan .

M0y = Mg+ 1= 1))+ C T+ L0 101+ C 0 =)o)

On suppose que p=1 et g=2: On suppose que p=1 et g=3 ;
Ona W =V(1,) , R=A(t,) . Ona W =V(1,) et R= ) .
N AN
w W
N
e
M, est un point ordinaire . M, est un point d'inflexion .
On suppose que p=2 et g=3 : On suppose que p=2 et g=4 :
Ona W =A(t,) et R= (1) . Ona W = A(1,) et R=fD(,) .
AN AN
w W
R M, Re—%kM,
Y b
e g
M, est un point de rebroussement M, est un point de rebroussement
de premiere espece . de deuxieéme espece .
Exemple
- t3

Soit la courbe # de représentation paramétrique | y=¢- .
te R

Tangente et position de la tangente au point M (¢,) a la courbe # lorsque #,=0 .

VieR , V()=(322t) , V(0)=(0,0)=0 donc M(0)=(0,0) est un point singulier .

VieR , A(r)=(61,2) , A(0)=(0,2)#0 donc p=2 .

La tangente au point M (0) a la courbe # passe par le point M(0)=(0,0) et a pour vecteur directeur ; .
VieR , f¥1)=(6,0) , /¥ (0)=(6,0) est non colinéaire & A(0) donc g =3 .

M(0)=(0,0) est un point de rebroussement de premicre espece .



3) Branches infinies d'une courbe paramétrée

I->R? : : -

Pour tout le paragraphe , f': est une fonction vectorielle de classe 2 sur/.
paragraphe, S 1y (x(),y(0))

=2(1)

On considere la courbe Z de représentation paramétrique { W) tel .

d,, : Soit & une courbe (non nécessairement paramétrique) .
1) La courbe # possede une asymptote lorsque la courbe % se rapproche de l'asymptote .
11) La courbe & possede une branche parabolique lorsque la courbe # prend la direction de la branche

parabolique .
1,, : On dit que la courbe # possede une branche infinie lorsqu'il existe 7, € R=Ru{ —o0,+00} tel que

thr?x(r) o ou llmy(t) 0 .
—>

On a diverses p0551b111tes pour la branche infinie .
1" cas : limx(t) = et lim y(t) =k .

La courbe & possede une asymptote horizontale d'équation y=+k% .
y/ N
k

/ «

'y

o

2ieme cas : limx(t) =k et lim y(t) = .

La courbe # possede une asymptote verticale d'équation x=+£ .

=1, -1,

11 faut évaluer thr? i: E 2 et on a trois possibilites .
—hy

iere (t)
o 1 possibilité : 11 im0 = ,

La courbe # possede une branche parabolique horizontale .

/

iéme e y( )
o 2/ possibilité : liqu(r) © .

possede une branche parabolique verticale .

)}

N
7,
X

La courbe &

y




o 3™ possibilité : ]imM: a,a#0.
t—t, x(1)

11 faut évaluer ,lir?[ wt)—ax(t)] .
11
Siona tlir?[ w(t)—ax(t)]=>b alors
—l

la courbe # possede une asymptote oblique d'équation y=ax+5b .
¥

'-h__,_.—-—'-"""ﬂ—

N
7.
X

Siona [lirfl[y(t) —ax(t)]= alors
—ly

la courbe # possede une branche parabolique oblique d'équation y=ax .
Y /

4) Etude pratique d'une courbe paramétrée

N
X

x=%+ln(2+z‘)

_rel
Y=y

Etude complete de la courbe paramétrée

« Etude des fonctions x et y

w>_2,x,(,):_i+ 1 —"+2+4¢ _ (+1)-2) 2ol (=t

et Vi>0 , y’:—lz+1=

224t 2Q+1)  AQ+1) ‘ 2 i
r2 -1 0 2 4w F 0 1 4w
x|+ @ - ~ % yij - ¢ +
| +00 00 +0 -+00
X N N P vl SN
—0 —o0 1/2# Ind” 37

(2 0 1 2 oo
X AT L"k +00«\“‘““m P i Fe
= >0 31/2+In4

.12, -+00 -3 +0
; e N h —~—
Vs | el N2—

« Etudes spécifiques
M) =(1+In3,2) , V(1)=(x'(1),y(1) = (—%,O) #0 donc p=1 .
M(1) est un point régulier , tangente horizontale en ce point .
M(2)=(1/2+1n4,5/2) , V(2)=(¥'(2),y'(2)) = (O,z) #0 donc p=1.
M(2) est un point régulier , tangente verticale en ce point .
M(-1)=(=1,-2) , V(-1)=(x'(-1),y'(~1))=(0,0)=0 donc M(-1) est un point singulier .

A(-1)=(=3,-2) donc p=2 et f"(~1)=(-4,-6) donc g=3 .
On en déduit que M(-1) est un point de rebroussement de premiere espece .



« Etude des branches infinies
11 faut faire une étude pour 7 € {—2*,0‘,O+,+oo} .
lim x(t)=—-w et y(-2)=-5/2 : asymptote horizontale d'équation y=-5/2 .

t—-27

. _ : e @ , . (1)
lim x(¢/)=—-o0 et lim y(¢)=—c0 , il faut évaluer lim=—= .
=0 -0 1—0- X(1)
(1) P+l

OO >1 , il faut évaluer tlg(r);[y(t)—x(t)] :

y(t)—x(t)=t-In(2+ 1)——>—In2 : asymptote oblique d'¢quation y=x—In2 lorsque 7 tend vers 0" .

De méme , asymptote oblique d'équation y=x—In2 lorsque ¢ tend vers 0* .

lim x(¢)=+w et lim y(¢) =+ , il faut évaluer lim 840 :
t—>+o0 [—>+w t—>+0 x(t)
wt) P+l

SRR —->+0 : branche parabolique verticale lorsque ¢ tend vers +oo .

« Représentation graphique

¥ /

Q
\
N

/L

« Remarques
Cette courbe ne possede pas de point double (M (1)) =M(t,) avec £, #t, ) .
Cette courbe possede un point d'inflexion .
Si M(¢) est un point d'inflexion , nécessairement det(V(t),Z(r)) =0 .
(t+1)°(-4)
- PQ2+1)
M(-1) est un point de rebroussement de premiere espece donc M (4)=(1/4+1n6,4+1/4) est I'unique
point d'inflexion de cette courbe .

det(V (1), A(1)) =



1) Courbes définies par une représentation polaire
1) Généralités
#=(0,i,]) estle repére canonique du plan .
d, = Soit (8,p)e R? , on définit le point M(0,p) par OM = pcosdi +psing; .
On dit que (6,p) sont les coordonnées polaires du point A7 .

M
P P
0 0

WV

M
Remarques
« Pour ce paragraphe , le rayon p peut étre négatif .
« Soit le point M défini par OM = pcosOi + psin6) .
(6,p) sont le coordonnées polaires du point M .
(pcos,psinB) sont les coordonnées cartésiennes du point A/ .
« Soit le point M de coordonnées polaires (6,p) .

Ona OM =pii ou le vecteur # est défini par [i|=1 et (7/,\17)=6 , c'est-a-dire # =cosBi +sin6 ] .
o M(eap) =M(n+e>_p) .
d, :Soit f:1—R une fonction .

x= f(6)cosd
Soit la courbe # de représentation paramétrique | y = f(0)sin6 .
0e/

(0,7(8)) sont les coordonnées polaires du point M de la courbe # correspondant au parametre 0 .
On dit que p= f(0) est la représentation polaire de la courbe % .

On alarelation: Voel , OM = f(O)u .
Exemple
Soit la courbe # définie par la représentation polaire p=6 avec 0 [0,+o[ (danscecas f(0)=0).
la courbe #  est une spirale .
Remarques
Soit la courbe % définie par la représentation polaire p= f(0) , € ={M(6,71(0)),0el} .
«Si VBel , f(n+06)= f(0) alors la courbe # est symétrique par rapport a l'origine .

N
M(6,1(8))
n+0 /- 0
>

M(n+60,f(n+0))
«Si VOel , f(—0)= f(O) alors la courbe # est symétrique par rapport a l'axe (Ox) .

N

M(6, £(6))
0
N
-0

M(-6,1(-0))




«Si'VOel , f(-0)=—f(8) alors la courbe Z est symétrique par rapport a l'axe (Oy) .
M-o-7©) T M(8,£(6))

\%

Rappel
Soit 0 R , On définit les vecteurs # et v par: i =cos@i +sin@; et v=—sinf7 +cosh; .

Onadone : [i|=[F|=1 . (7.)=6 et (iw)=2
/N
v
J i
o0 N
19 i 7 £

d, : Soit Z la courbe d'équation polaire p= f(0) .
On a la relation: VOe! , OM = f(0)ii .

Le vecteur 17(9) = ‘%‘/ﬁ(e) = f'(0)u+ f(0)v est appelé vecteur vitesse au point M (6, (D)) a la courbe # .
d*OM
d6*

M(6,f(0)) alacourbe # .
d, : Soit (0,.,0) I* ,onnote M, =M(0,,/(8,)) et My=M(8,f(0)) .
La tangente au point A/, a la courbe Z est la position limité de la droite (M,M,) lorsque © tend

Le vecteur 2(9) =

©)=(f"(0)— f(8)u+2/'(6)v estappel€ vecteur acc€lération au point

vers 0, .

p, : Soit 6, €/ , on note toujours M, =M (6,,(6,)) .

Si 17(90) = f"(0,)u + f(6,)V # 0 alors 17(90) est un vecteur directeur de la tangente au point M|, a la

courbe # .
Preuve
—  dOM . OMy,—OM, .. MM, . . 1
N = _— = M 7
V(6) 70 (6,) elgglo 0-0, e11_)11910 6-0, puis il suffit de remarquer que -0, oM, est un vecteur
directeur de la droite (M,M,) .
Remarque
N 1(6)
v
' i
J(0) ~ 1My
e N
Vd

Le vecteur 7(8) a pour coordonnées ( /'(8), £(0)) par rapport a la base (#.V) .




2) Etude pratique d'une courbe définie par une équation polaire
Soit la courbe # d'€quation polaire p=1+cosb (dans ce cas f(0)=1+cos6).
« Domaine d'étude et signe de la fonction f
Puisque la fonction fest 2n périodique , on obtient toute la courbe sur un intervalle de longueur 27 .
La fonction fest paire donc étude sur [0,7] puis symétrie par rapport a l'axe (Ox) .
vOe[0,n] , f'(B)=—sinb .

P -
| 2 |
P P T

« Quelques points avec leurs tangentes
Lorsque l'on écrit M(6,1(0)) , (6,7(0)) sont les coordonnées polaires du point M .

On rappelle les relations : VO <[0,n] , V(G) = 'O+ f(O) et ;1(9) =(f"(0)—-f(0)u+2/1'(0) .
Pour 6=0 , M(0,2) , V(0)= 7"(0)ii+ (0% =2¥ .

n oo 2
Pour e—z , M(Z,I‘F"-z-—

Pour 0=3 , M(G.D) , V()= f'Glii+ f(G)F=—ii+7 .
Pour 0=7 , M(m0) , V(n)= f'(n)i+ f(m)F =0 , A(m)=(f"(m)~ f(n))i+2f () =i .

« Représentation graphique
/N

), ﬁ%):f'é)mf(%w:—?ﬁﬂn%v .

N

MI/4
Mi:/2

La courbe # est une cardioide .
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CHAPITRE 5 : COURBES
Fiche d’exercices sur les COURBES

1) Soit f:7—> R une fonction de classe #* sur /.
Montrer que la courbe définie par la fonction f'ne posséde pas de point de rebroussement .
x=3+2t*—1-1
y=3+21+1
Montrer que la courbe Z possede un point double .

Déterminer les deux tangentes au point double de la courbe # .
3) Etudier et tracer les courbes paramétrées définies par :

_ 43
2 {x-3t t

2) Soit la courbe # de représentation paramétrique {

y=202-1*"

xX=t-—sint .
b) {y —1— cos! (cycloide) .

4) Astroide
: . , : o X =co0s’t
Soit la courbe Z de représentation paramétrique { ¥y
y=sin

a) Etudier et tracer la courbe 7 .
b) Pour tout point M (¢) de la courbe Z non situé sur I'un des deux axes de coordonnées ,

on considere P(z) et O(¢) , points d'intersection de la tangente au point M (¢) a la courbe #
avec les axes (Ox) et (Oy) .

Montrer que HP(t)Q(t)“ est une constante que 1'on déterminera .
sin30
sin® -

5) Etudier et tracer la courbe #Z d'équation polaire p =

6) Lemniscate de Bernoulli
On considere les points F(1,0) et F'(—-1,0) .
Déterminer une €quation polaire de I'ensemble des points M du plan tels que MF MF'=1 .
Etudier et tracer cette courbe .



