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CHAPITRE 5
PREMIERE PERIODE

COURBES
I) Courbes paramétrées planes

1) Fonctions vectorielles à valeurs dans R2
d, : Une fonction vectorielle est une application f .I -+R-2 où l est un intervalle de R .

,./+R2' - 
t t+ f (t)=(x(t),y(t)), les fonctions-r ety sont les fonctions coordonnées de I'applicatiat.f

Rappel

Soit / :(a,b)€R2 , ll4l:J"'+t' .

d, : Soient f : I -+R"2 une fonction vectorielle et to e I
On dit que/admet une limite en ro lorsqu'il exisre / eR2 tel que l,ryllt?l-tll= o .

Notation : limf(t)=l .
t-->h"

pr: Soient f :I -+R"2 unefonctionvectorielle , toel et l=(a,ô)e R"2 .

On a: limf (t)=l ë limx(r) =ü atlimy(t)=b .
l--+to t--+lo t-+to

Preuve
(=) On suppose que ,lq/(t)=l .

0<lx(r)*al< ( x(.r) - a)2 + ( 
"v(r ) - b)' = ll f f, I - 41-O0 = hm lx(r ) - al = 0 = lim x(r ) = a

0 < ly(r)-âl< x(t) - a)2 + ( y(t ) - b)' =llft, I - lll,-aro + 
]gq l.v( t ) - bl= 0 + tiryt?) = t

(e) On suppose que lim"r(r)= u et limy(t)=b
| ,lo l-1,.,

o < ll11ry - rll = (x(r)- a)2 +(y(t)-b)'<lr(r)- al+ly(t)-tl ,*po=,tgill"/rr)-/ll= 0=hmf tr)=t

Exemple

R -+R2
Soit /'. . . t --t e',, on a : liryfQ)=(I,l),,Y*f!)=(0,+oo) .

lé\e', 
-) 

I--)u

t'+l
d, : Soient f .I -+ R2 une fonction vectorielle et to e I

On dit que./est continue en lo lorsque limf (t)= f (tù .

On dit que/est continue sur l lorsque/est continue en chaque to de I .

p, : Soient f : I -+R.2 une fonction vectorielle et to e I
La fonction/est continue en ro si et seulement si les fonctions coordonnées x ety sont continues en /0 .

Preuve
Il suffit d'utiliserp, .

d. : Soient f .l -+R-2 une fonction vectorielle et t, e I
f (t)- f 6)On üt que/est dérivable en /0 lorsque lim

On dit que/est dérivable sur l lorsque/est

existe et dans ce cas , on note "f'(tn) cette limite .

chaque tu de I .

t -to
dérivable en



p, : Soient f : I -+R2 une fonction vectorielle et to e I
La fonction/est dérivable en /o si et seulement si les fonctions coordonnées x ety sont dérivables en to

et dans ce cas , f'(tù=(x'(t6),ÿ'(ro))
Preuve
Il suffit d'utiliserp, .

d. : Soit f : I -+ R-2 une fonction vectorielle .

On dit que/est de classe €* sur I lorsque/est indéfiniment dérivable sur1, ce qui est équivalent à
ce que les fonctions coordonnées le soient.

Exemple

soit /,R ? R'
- -'- r ' 

/ r+ (cos/,sinl) '

la fonction vectorielle/est de classe 7* sur R

V1 € R. . frù (t)= (cos(")(r),sin(')(r)) = (cos(/ *Ç),t;rl, *Çll
po : Soient f ,g .I -+ R-2 deux fonctions vectorielles dérivables sur 1 , alors on a :

i) La fonction f .g est dérivable sur ,1 et (f .ù' = .f '.9 + "f .g'

ii) Si f +6 sur.I,lafonction lllll estdérivablesur I"tllfll=ffi
iii) La fonction det(f ,g) est dérivable sur I et (det(f ,g))'=det(f',g)+det(f ,g') .

Preuve

,.1-+R2 ^* ^.1-+R2J' t r-(.t(l),X(l)) "1 8' t r-+(xr(t),yr(t))'
1-+Rt) J '8: t r-+ xr(t)xz1)+ ylr)y2(t) '

La fonction f .g est dérivable sur /.
(f .s)' = (\xz + hÿz)' = xFcz + \x; + yiÿz + hÿL = .f '.9 + f -g'

ii) ll/1 :,177=llrll -Lf 'f)' -f''f +f 'f'={''{ 
.rtt-zJfJ- 2J71 -lllll

. 1-+R
rrr) det(/ ,8)'. t - xr(t)yr(t)- xr(t)yr(t) .

La fonction det(f ,g) est dérivable sur 1 .

(det(f , g))' = (xryz - xzÿr)' = xiÿz + 4ÿL - xLh - xzÿi = det(f ', g) + det(f , g') -

dr;tJnecourbe paramétrée est l'ensemble des points lul duplan tels qu" OM = l'(t) où /' .l,l,TUr,rU»

est une fonction vectorielle .

On dit aussi que {L 1']. est une représentation paramétrique de la courbe .

lY=Y\t)
M(x(t),y(t)) est le point de la courbe correspondant au paramètre t .

Exemples

. {L=-t 
*,':, 

,/ e R est une représentation paramétrique de la droite passant par A(xo,yo) ayant pour
1y: yo+ st '

vecteur directeur û(r,s) .

, 
{; =}rli:ïi , t efa,2nfest une représentation paramétrique du cercle de centre a(*o,vù de ravon R .

.Soitlacourbe € d'éq;grtioncartésieîne x2+y2=1 avec x20 et y20 .

X=l
y = Jl - t2 sont deux représentations paramétriques de la courbe 7
r e [0,1]

-T: COS/

-ÿ = sin/ et
t ef},xl2l



Soit I e I , [,[(t) est le point de la courbe colrespondant au paramètre r

On identifie le vecteu, OUVI=x(r)l + yft)j à .f(r) .

,l r Soit te I
Le vecteur t(ù: x'(t)i + y'Q)i est appelé vecteur vitesse au point lv{(t) àla courbe €
Le vecteur À(r): x'$)i + y'U)i est appelé vecteur accélération au point lv{(t) àla courbe €

Remarques
. Interprétation cinématique .

Un mouvement ponctuel est une courbe € ayantune représentation paramétriq* 
{; =;!1À 

, t e I
Le paramètre r désigne le temps .

Le mouvement ponctuel est dit :

i) uniforme lorsque : Yt e t ,llvç1ll= t ,

ii) rectilignelorsque: Vre I ,A4(t)e9 ott I estune droiteunplan,
iii) à accélération centrale lorque .1Ae.? I Yr e I ,1M@ etÀçtl colinéaires .

. On a les relations : Vr eI , V@= f'(t) et@= f'(t) .

dr: Soit teI ,onditquele point A[(t) estrégulierlorsque ÿ@+d etdanslecasori l1r;=d ,orditque
le point M(r) est singulier.

d, : Soit to e I , on note lulo = lul(tù .

La tangente au point Mo à la courbe € est la position limite de la droite (lv{olv[(t)) lorsque / tend vers l0

(r)

IÉ, : Soit toel , on note toujours Ma= M(tù .

Si le point Mo estun point régulier, c'est-à-dire î1t01*ô , alors 7(ro) est un vecteur directeur de la

tangente au point Mo àlacotxbe ?
Démonstration

' 
2) Tangente en un point d'une courbe paramétrée

Pour tout le paragraphe , f .1, .1Y:\ -.,7.\\ est une fonction vectorielle de classe €* sw Ir -ar tè(x(t),y(t))

on considère la courb e '€ dereprésentation paramétrique l;=J'|, t e I

ÿ ( t t = f , ( t ^\ = limf U ) - f (t0) 
= 1i*o 

M (r ) - o M o = 1i*M rM (t)
' \-ul / \-u/ t;h t-to t-+t, t-to t--rto t-to

1_

=j . ttlnu(r) est un vecteur directeur de la droite (À[oM(t)) , par passage à la limite lorsque / tend vers lq ,
t -tct

on en déduit qu" /po; est un vecteur directeur de la tangente au point Mo àla caurbe €
Exemple

0

Soit la courbe 3 de représentation paramétrique
x= t3

ÿ:t2
reR

Détennination de latangente au point h4(ta) à la courbe Z, lorsque r, e {1,0} .

V/€R , tr(,)=ç3t2,2r1 ,Vç|1={3,2) et l(0)=(0,0)=0 .

l\4 {1) = (1,1) est un point régulier , y tt) est un vecteur directeur de la tangente au point À1(1) à la caurbe 7i

A4(.0)= (0,0) est un point singuiier car tzlO; = d .



Remarque
On admet la relation suivante qui sera démontrée dans la chapitre sur les développements limités :

f(t)= f(t)+(t-tr)f,h)+ryf,$ù*4-,,f(r)(ro)*.. .*Q*)" f(,)(ro)*(r-ro),e(r) où

t,'.1 -+R-2 vérifie la relation time(r;= fr .

On a encore :

M (t1 = M (to) + (t - to)l (,r) *t#Zçr1 *ff f(r (tù * ... *(' -iiY 
f@) (ro ) + (t - trÿ e(t) .

ThrzSoit toel ,onnotetoujours Mo=M(tù .

Soitp le plus petit entier strictement positif tel qae .f rQ)*ô , alors frQù= f u{t,,) est un vecteur

directeur de la tangente au point Mo àlacoarbe €
Démonstration

f (t) = f (t) + (r - tù f , (tù -t# t (ro ) +... -æ; 7{r1) Q) +Q - b!- 7<o) (ro ) * (r - t)r e(t)

= À,{(t) - M, *ç:îLfr(,,) + Q - t)t e(t)

= uouA =W-w(ro ) + (r - 4)P e(t)

-w(,n)+ pte(r)= -. Pl 
,=MnM5

(t _to),
nl

+W(tn1= lim: '' :: MoAltt) .' t--+toçl - tn),

nl
Puisque Mr,UtU) est un vecteur directeur de la droite (lulolul(t)) , le vecteur 

n:ryûMd 
est aussi un

vecteur directeur de la droite (MoM(t)) , puis il suffit de faire un pulssage à la limite lorsque / tend vers /0

Remarque
La plupart du temps P =l , c'est-à-dire , le point Mo = M(tù est régulier .

drn : Soit to e I , on note toujours Mo = M{tr) et fr un vecteur directeur de la tangente au point A4o à

lacourbe æ ,ù =ÿQù si /(ro)r.ô .

On a quatre possibilités pour la courbe au voisinage de /o :

Point ordinaire Point d'inflexion

14,W

0

W

ÿ

Point de rebroussement
de première espèce

Point de rebroussement
de deuxième espèce

ÿ



I/r, : Soit to e I , on note toujours Mo = M(rù .

Soitp le plus petit entier strictement positif tel que /(r)1ro) * Ô , fi = 7{ù1tr) est un vecteur directeur

de la tangente au point Mo àla courbe €
Soit q le plus petit entier strictement su$rieur à p tel que /tr) 1ro ) ne soit pas colinéa ire à fr .

on note R= f@(tù .

Alors on a:
si p =l et q = 2 alors Mo est un point ordinaire (c'est le cas le plus fréquent) ,

si p = I et q = 3 alors Mo est un point d'inflexion ,

si p=2 et q =3 alors Mo estunpointderebroussementdepremièreespèce,

si p = 2 et q = 4 alors Mo est un point de rebroussement de deuxième espèce (ce cas n'est pas fréquent)

I)émonstration

PufsWe fr 
"tfr- 

ne sont pas colinéaires , {F,F} est une base du plan.

M (t1 = M (r) + (t - t)î Q o) *Q -*)' À(r. ) * + f@ Gù +Q 1ù4 f{4) Q) + (t - t)a t(r) .

On suppose que p =1 et 8=2 : On suppose que p:l et Ç=3 :

onafr =î(tù ,R=ÀGù. onaù =ÿQù et F= f{r(tù .

^#

+

W

MoE

ll4o est un point ordinaire .

On suppose que p =2 et cl:3
ona w =ÀUo) et ,q= /(t)(t )

.410 est un point d'int'lexion .

On suppose que p=2 et cl=4 '.

on a w =ÀGo) et li = ,f 
(') ((, )

W .#À

Mo est un point de rebroussement

de première espèce .

Exemple

[* = r'
Soit la courbe Z' dereprésentation paramétrique ] -r'= r'

IreR
Tangente et position de la tangente au point M(tn) à la courbe 7 lorsque /n - Q .

V/eR ,l'(r)=ç3t2,2t1 , tr(O)=(0,0)=Ô donc L4(0)=(0,0) estunpointsingulier.

vre R ,À(,)=(.6t,2),Àtol=(0,2)+d dorc p=2
La tangente au point A,I(0) à la courbe 6 passe par le point Àr'(O; = (0,0) et a pour vecteur directeur ./
Vr€R , /'(3)(r)=(6,0) ,7't:)(0)=(6,0) estnoncolinéairea 710; donc 4=3
lvf (0) = (0,0) est un point de rebroussement de première espèce .

lu[o est un point de rebroussement

de deuxième espèce .



' 
3) Branches infinies d'une courbe paramétrée

Pour tout le paragranh e f '/ -+ R"2phe , J ,i *i)ç>,y(r)) ".t 
une fonction vectorielle de classe €* srr I

On considère la courbe G de représentation paramétrique x(r)
v(t)

,tel
,ii,, : Soit 'é' üne courbe (non nécessairement paramétrique) .

i) La courbe '6 possède une asymptote lorsque la courbe 6 se rapproche de I'asyrnptote .

ii) La courbe 7.-. possède une branche parabolique lorsque la courbe É prend la direction de la branche
parabolique .

ri,, :: On dit que la courbe Z possède une branche infinie lorsqu'il existe ru 
= 

R = R. ur {-oo,+co} tel que

lim.r(t )= co ou limy(1.1= cc .

l+lu lèlt)

On a diverses possibilités pour la branche intinie .

1i"' cas: lirnx(l)=co et limy(t1=1ç
t-->h t-\;

La sourbe '6 possède une asymptote horizontale d'équation t, -- 1,

l*=
l-r, =

2iè"'' cas: limx(1) = k et )q,lt,) = oo

La courbe Z' possède une asymptote verticale d'équatiotl x = k

x
3'ù"n cas: limx(r)-co et,l$f(r)=* .

Il fàut évaluer li*l(')
,--,,, *fr et on a trois Possibilités '

. l'n'" possibilité' lq#=,
La courbe Z possède une branche parabolique horizontale

-T

. )ièntL possibilité 1ir '''(,11 =.o. r rrnx(/)

La courbe 'â possède une branche parabolique verticale

J

r



. 3ièiltc possibiliré H# :u . u+0

Il faut évaluer lim[y(r) - a{t)]
I -->lù

Si on a lim[y(r t-u-r(r)l =É alors
t+lo

la courbe 7 possède une asymptote oblique d'équation ÿ = ar + b

J
Si on a lqlrfrl - lx(t)l= oo alors

la courbe 7 possède une branche parabolique oblique d'équation ÿ=ax

-x

4) Etude pratique d'une courbe paramétrée
1*=i*ln(2+r)

1ÿ=t*-'t

- t I -r:+Z+tYt> -2 - .r'( t)=-+a=-:-+----tz 2+t t-12+t)

Etude complète de la courbe paramétrée

. Etude des fonctions x ety

_(t +t\t -2)
i(2+r)

t 0l+o0
v' ô

+

v
+ao

I

î
+co

t -2 -1 012{.co

"t l;l'..."l
-i{ll

uzl*u+/@
t, ,"12

-stz I

\ *æ

+oo
I

*

+CIo

\

. Etudes spécifiques

ll(l)=(1+ 1n3,2) , V(t)= (-r'(l),y'(1)) = (-3,0) * Ô donc p =l
J

nz1(1) est un point régulier , tangente horizontale en ce point .

h4 (2) = (71 2 + 1n4,5 I 2), V tZl = (x' (2),1,' (2)) = (0,;) + d donc p = 1

4

Arl(2) est un point régulier, tangente verticale en ce point.

14(-l)=(_1,'2) ,f?\=(x'(-l),-t'(-1))=(0,0)=d donc !\4(-l) estunpointsingulier

Àt-tl=(-3,-2) donc p =2 et l"çl)=(-4,_.6) donc 4 =3
On en déduit que À1(-l) est un point de rebroussement de première espèce .

{ 1-l 02 1-æ

x' + $ I ) +

.T ,/ J'r I| -æl-co

+ao
\ y2 + ln4

{s
/'



Il faut faire une étude pour r. {-2*,0 ,0*,+oo} .

lim x(l)--oo et y(-2)=-512 :asymptote horizontale d'équation ),=-512 .

1+ 2-

lim;r(l) = -co et lim y(r) = -oo , il fàut évaluer firn )'!f]
/+0 t+t I rr, .f(1)

. Etude des branches inïinies

y(t) 
=r(r)

t2 +l I , il faut évaluer 1i1t/r) --{(r)lI +fln(2 *l) ++tr

y(r)- -r(l) = t -ln(2 *rh;;r-ln2 : asymptote oblique d'équation y - x-ln2 lorsque / tend vers 0-

De mêrne , asymptote oblique d'équation ÿ = x - In2 lorsque I tend vers 0*

,lttn 
.r(l )= +oo .t ,[,].y(l)= +"o , il laut évaluer ,,tg#

y(t) 12 +l
î6= il76(rl4 r'-++æ)+oo : branche parabolique verticale lorsque r tend vers +oo

. Représentation graphique

. Remarques

Cette courbe ne possède pas de point double (M(tr)= M(t) alroc q+b)
Cette courbe possède un point d'inllexion.
Si À,1(r) est un point d'inflexion, nécessairement det(/(t1,Àçt11=g .

det(rt(r),7(ù)
(t +t)2 (t - 4)

13 (2 + t)2

M(-l) est un point de rebroussement de première espèce donc M(4)= (ll4+1n6,4 +ll4) est I'unique

point d'inflexion de cette courbe .

j

x



II) Courbes détinies par une représentation polaire
1) Généralités

gg =1O,i,j) est le repère canonique du plan .

d, : Soit (0,p)e JR"2 , on définit le point lrt(O,p) pa, Oû = pcosOi+psin0j
On dit que (0,p) sont les coordonnées polaires dupint M .

L4

Rernarques
. Pour ce paragraphe , le rayon p peut être négatif.

. Soit le point M définip* Où: pcosOi+ psinO/ .

(0,p) sont le coordonnées polaires ùtpoint M .

(pcos0,psin0) sont les coordonnées cartésiennes du point À.1.

. Soit le point Mde coordonnées polaires (0,p) .

Ona Oû =pi oùlevecteur i estdéfinipar llall=1 et (îi):0 ,c'est-à-dire ù:cos0f +sin07- .

. M(O,p)=M(n+0,-p).
d, : Soit f .I -+ R une fonction .

Ix: /(0)cos0
Soit la courbe € de représentation paramétrique j I = /(0)sin0 .

l0e 1

(0,"f(0)) sont les coordonnées polaires du point M dela courbe 7 correspondant au paramètre 0

On dit que p = f(0) est la représentation polaire de la courbe €
Onalarelation : VOe I, Ofr = f@)û .

Exemple
Soitlacourbe € défrnieparlareprésentationpolaire p=0 avec 0e[0,+oo[ (danscecas /'(e)=e).
la courbe € est une spirale .

Remarques
Soitlacourbe € défrnieparlareprésentationpolaire p=/(e) ,€:{M(e,f(q),0e 1} .

. Si V0 e I, f(n+0)=/(0) alors la courbe € estsymétrique par rapport à I'origine .

tvt(9, f (0))

7r+e

L4(x+ 0,/(æ +CI))

A4$,f (A))

p

e

e

L4(-0,f ça))

.Si VeeI , f(-0)=,f(0) alorslacourbe € estsymétriqueparrapportàl'axe (O*) .



f:
.Si'Ve eI , fÇA)=-,f(e) alorslacourbe Ç estsymétriqueparrapportàl'axe (Oy)

M(-0, e M@,f (0))

Rappel

Soit 0€R ,Ondéfinitlesvecteurs ù eti par: à=cosOf+sin07- et ÿ:-sin0l+cos07-

onadonc, llrll=llrll:1 , (fr)=o et tfil=|

ÿ

o

d, : Soit I la courbe d'équation polaire p = ,f(0)
On a la relation : V0 e1 , Ofr : f $)û .

Levecteurÿf)=#rrr:f'(A)û+/(e)üestappelévecteurvitesseaupoint l\(O,f(O))àlacourbe€

Le vecteur 71e; = ff rr=(f'(0)- f $))u +2f'(J)n est appelé vecteur accélératioH au point

^4(0,f(q) 
àlacourbe €

r/o : Soit (00,0) e 12 , on note Ms = ]vI(}r,f (0ù) et lv{, = tuI(Q,f (0)) .

La tangente au point Mo à la courbe I est la position limité de la droite (MoMù lorsque 0 tend

vers 0o .

0

.,1;, : Soit 0u e / , on note touiours Ma= Iÿ{(00,"/'(0r))

Si 11e,)1 = .l,()n)ü + ./ (0,)n + Ô alors f $o) est un vecteul directeur de la tangente au point !t[o àla

I

0

courbe €
Preuve

r:.-. dOM -L'(e)=;e (eo)=JllB.
oMr-oMo _

ê-ê^
^,t 

Àt I _
1;,r-, =-a=-{ 

puis il sufflt de remarquer que 

- 
rt1nrL1,,, est un vecteurê-0rU-011 ' U-Or,

directeur de la droite (MoMa)

Remarque

0)

u

f(a

ÿ

e

e

Le vecteur f p1 apour coordonnées (f'@),f(O)) par rapport à la base (/,ü)



2) Etude pratique d'une courbe défïnie par une équation polaire
Soit la courbe I déqlo;tton polaire p : 1+ cosO (dans ce cas ,f(e) = 1+ cosO ) .

. Domaine d'étude et signe de la fonction/
Puisque la fonction f est 2rc periodique , on obtient toute la courbe sur un intervalle de longueur 2n
La fonction/est paire donc étude sur [0,n] puis symétrie par rapport à I'axe (O*) .

V0 e [0,n] , f'(0) = -sin$ .

. Quelques points avec leurs tangentes
Lorsque I'on écrit ù4(0,f tA)) , (e,,f(e)) sont les coordonnées polaires du point À1.

Onrappellelesrelations: V0e[O,ir] ,l'@)= f'(e)û+./(0),a etÀçe|=(./'(e) _ f(O))"+2.f'(A),;
pour 0 :0 , Jt4(0,2) , V(0)= /,{O)û+ /e)n =2ÿ

-îto=4
'It

o=1Pour

Pour

Pour 0 =n , L4(x,01 ,î(n1= f'(n)û+ f(x)ÿ=ô ,À(ù=(f,(n)- f(x))ù+2f,(n)i=ù
. Représentation graphique

A4o

La courbe € estune cardioïde

, rvr(îJ++), v (î) = f' tf,)a + f (î)ÿ = -$n + o+$v
, M (I,D, V fi) = f' {l)" * f (;)i = -ü + ÿ
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CHAPITRE 5 : COLTRBE,§
Fiche d'exercices sur les COURBES

l) Soit /:I -+R une fonction de classe €* sw I .

Monfrer que la courbe définie parla fonction/ne possède pas de point de rebroussement

2) Soit la courbe € de représentation paramétrique x=3t3 +2î2 -t-l
ÿ =3t2 +2t +1

Monter que la courbe € possède un point double .

Déterminer les deux tangentes au point double de la ælrbe I .

3) Etudier et tracer les courbes paramétrées définies par :

x =3î -t3
ÿ =2T2 - ta

x: t -sint
.ÿ : 1- cosl

-)x=î! +a

(cycloi'de)

t
1_r_t1
t'

4) Astroide
.x: cos3l

Y : sin3,

{

a)

b)

c)

v *

Soit la courbe € de représentaüon paramétrique

a) Etudier et üacer la cotrbe €
b) Pour tout point M(t) de la courbe G non situé sur l'un des deux axes de coordonnées ,

on considère P(l) et 8(t) , points d'intersection de la tangente au point M(t) àla courbe I
avec les axes (0x) et (q) .

Monfrer q llF@QSll est une constante que I'on déterminera .

5) Etudier et tracer la courbe € d'équüionpolalre , - 
uil3=0 

.Y sin0
6) Lemniscate de Bernoulli

On considère les points F(1,0) et F'(-1,0) .

Déterminer une équation polaire de I'ensemble des points M duplan tels que MF MF' = 1 .

Etudier et tracer cette courbe .
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