Exercice 2

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel impair.
On considére ’équation (F) d’inconnue z € C :

1°) Soit z € C\ {1}. Montrer que : z solution de (E) <= (1—2")(1+2) =0.
2°) En déduire les solutions de (F). Combien y en a-t-il ?
14 u

— = ¢ d’inconnue u.
1—1u

3°) Soit ¢ € R\ {7 + 2p7 / p € Z}. Résoudre dans C l’équation (x) :
On exprimera la réponse en fonction de ¢ et tan.

4°) Déduire de ce qui précéde les solutions dans C de I’équation (E’) d’inconnue w :

n—1 . k . n
1+ iu 1+ u
EY : 142 =
( ) + Z(l—iu) +(1—iu) 0

k=1

Exercice 4

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct.

On note
f: € - C
z = z(1-2)

On identifiera dans ’exercice un point du plan et son affize z.

1°) Déterminer les antécédents de —2.
Qu’en déduit-on pour la fonction f 7?7
2°) Soit 21 et zo deux complexes distincts.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante simple pour que f(z1) = f(22).
En donner une interprétation géométrique.
3°) Justifier que f est surjective.
Y a-t-il des complexes admettant un seul antécédent par f? Si oui, le(s)quel(s) ?
4°) Déterminer f~1(R).
Quelle est la nature géométrique de cet ensemble ?

1 ,
5°) a) Calculer pour 0 € R, f (5 + e’e).

1
b) En déduire que f(I') = I' ou T est le cercle de centre d’affixe 5 et de rayon 1 et I” est un

cercle que ’on caractérisera.



Exercice 2

1°) Soit z € C \ {1}.

2°)

3°)

4°)

n—1

(B) <= 142> 28 —2°+42"=0
k=0
1—-2"
(=)—1+21 z—f-z =0 car z # 1

= —1+4+2+2-22"+2"(1-2)=0
= l+z-2"—2""=0

— 14+2—-2"(1+2)=0
—

(B) (1-2")(1+2) =0
Soit z € C.
n—1
1+ 22 1" +1"=1+2(n—1)+ 1= 2n # 0 donc 1 n’est pas solution de (E).
k=1

On peut donc supposer dans la suite z # 1.
(B) <= (1-2")(1+2 =0 parl
<— "=1louz=-1
<~ Fke{0,...,n—1}, 2= ouz=—1
:2km

Si0<k<n-—-1,en =1 < k=0.
L’ensemble des solutions de (E) est {—1} U {e'™" /k € {1,...,n—1}}.

(—1)™ = —1 car n est impair donc —1 n’est pas solution de I’équation z" = 1, donc —1 n’est
pasdel::mformeei%T’r oul<k<n-1.
De plus, les e“n" avec 1 < k <n —1 sont distincts 2 a 2.

Ainsi, | (E) posséde n solutions |

1
SoitueC.l1—-iu=0 << u=- << u= —i.
7

On suppose u # —i.

141 . )
—H.u:ew = 1+iu=e"(1—iu)
1—u
< u(l+e¥) =e¥ -1
ei"’—l i . 9, s \
= U= car e # —1 puisque @ ne s’écrit pas 7+ 2pmr ou p € Z
i(1 + ei®)
. i ip e
e —1 62(62_6 2 2isin(§)

® ¢ .
_ — = . = - =t (—).D lus, t (_) i
Z(l + e'LSO) ’Lez% (ez_;ﬁ n e_i§> i2 cos (%) an 9 € plus, tan D) # 1

Ainsi, | (x) admet une seule solution : le réel tan (g)

Soit u € C\ {—i}.

14
(B <= f —_i_ ZZ est solution de (E)

1+ 1+u (2km

<= =-1 Jk 1,....n—1}, —— =¢'"n

1—u oudk €l .oom =1} 35 =€

143

T ] e ltiu=—l4iu e —1=1
1—1u ——v

exclu

Pour k € {1,...,n—1},2kT’r €]0, 2x[. De plus, %T’T =7 <= k=7%.0rk# 7 car n est impair.

Ainsi % ne s’écrit pas 7 + 2pm ou p € Z.
14w . km
Donc, par 3, — = e’ < u=tan (—)
1—1u n

Les nombres trouvés sont bien distincts de —z.

Ainsi, |’ensemble des solutions de ’équation est {tan (I%r) /ked{l,...,n— 1}} .




1°)

2°)

3°)

4°)

5°)

Exercice 4

Soit z € C, on doit résoudre : f(2) = 2= 2z—22=-2<=22—2-2=0.

Le discriminant de ce trinéme du second degré vaut A = 9 = 32, donc ses racines, autrement
143 1-3

dit | les antécédents de —2, sont —; =2et 5 = -1

Comme il existe un élément de C avec plusieurs antécédents, on en tire que | f n’est pas injective |

Soit z; et z5 deux complexes distincts.
f(z1) = f(z2) <= 21 — 27 = 29 — 23
21— 2= (zf—zg)
21— 2= (21 — ZQ)(Zl + Zz)

‘f(z1):f(22)<:>21+z2:1‘ car 23 — 20 #0
1
La condition s’écrit : - ; % _ 3 En notant M; le point d’affixe z;, M, le point d’affixe z,, et
1
A le point d’affixe —, cette condition revient & dire que ‘A est le milieu du segment [M;Mo)] ‘

2
Soit w € C. On s’intéresse a I’équation d’inconnue z € C :

fR)=w<= -22+2-w=0

Il s’agit d’une équation du second degré a coefficients complexes, donc elle admet toujours au
moins une solution dans C. Donc | f est surjective|.

L’équation admet une unique solution si et seulement si son discriminant est nul. Son discri-

minant est A = 12 — 4(—w)(—1) =1 — 4w, donc A = 0 <= w = i

1
Ainsi, |il y a un seul élément de C qui admet un seul antécédent, c’est il

Soit z€ C.On a: z € f71(R) < f(2) €R.
Notons z = Re(z) et y = Im(z).
Ona f(2) = (z+1y)(1 —z —iy) donc Im(f(2)) = y(1 —z) —zy = y — 2zy = y(1 —2x). Ainsi :

z€ fI(R) <= y(1-22) =0
< y=0ouz=

< z€Rouz=_-+1iy,yeR

N =N =

Donc ’f’l(R) =RU{; +iy/y €eR} ‘ Géométriquement, il s’agit de la réunion de I’axe des

abscisses (droite d’équation y = 0) et de la droite verticale d’équation z = 2

5
a) Soit 0 € R.

(304 (o) (1) - () G-
1 i _1_ i2
f(§+69)—4 60

1
z— 5‘ = 1} ; mais comme les complexes de module 1 sont

b) Par définition, I = {z eC/

les nombres s’écrivant e avec § € R, on peut obtenir une forme paramétrée :

F:{zeC/EleeR, z—%zew}:{%+ew/9€R}.

Cela permet d’affirmer que f(T') = {f (% + e“") /0 € R}.
D’aprés la question a, on a donc f(I') = {i —e? /ge R} = {% +€im+20) /g ¢ R} ;

1 )
et comme 7 + 26 décrit R quand 6 décrit R, f(T') = {Z +e?/0¢€ R}.

1
— =13
i}

Comme plus haut, on peut réécrire : | f(T') = {z eC/

1
11 s’agit du |cercle IV de centre — et de rayon 1|




