o Le théoreme 1
est admis.

e On écrit
indifféremment
a+ib ou a+ bi.

e Larticle défini

« la » estjustifié
puisque, d'apres
I'énoncé (4)
duthéoréme 1,ilya
unicité de I'écriture
z = a+ib, donc
unicité de a et b.

e Attention, la partie
imaginaire

d'un nombre
complexe z, $m(z)
estun réel.

e On retrouve ainsi
que: RcC.

e Le théoreme 2
résulte immédiate-
mentde l'unicité dela
forme algébrique
d'un nombre
complexe (énoncé (4)
duthéoréme 1).

VOIR ACTIVITE 2

i

o Attention, le mot
affixe est du genre
féminin (une affixe).
e Un point M étant
donné, on utilisera
la notation zy pour

désigner |'affixe de M.

D Généralités
Forme algébrique d’'un nombre complexe

Théoreme 1

Il existe un ensemble, noté C, d’éléments appelés nombres complexes, tel que :

(1) C contient R,

(2) C est muni de deux opérations, I’'addition (notée +) et la multiplication (notée x),
qui suivent les mémes regles de calcul que ’addition et la multiplication dans R,
=1,

(4) tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme z =
ou a et b sont deux réels.

(3) C contient un élément noté i tel que : i2 =
a+ib

Exemples
2 + 3i, —-i, b sont des nombres complexes.

Définitions 1
Soit z = a+ib, avec a et b réels, un nombre complexe.

e [ écriture a + ib est appelée la forme (ou I’écriture) algébrique de z.

* Le réel a est appelé la partie réelle de z et on note a = Re(2).

* Le réel b est appelé la partie imaginaire de z et on note b = $m(z).

Exemples
1) Si z = 2 + 3i, alors 2 + 3i estlaforme algébrique de z, avec: Re(z2) = 2et $m(2) = 3.
2) Si z = —i, alors —i est la forme algébrique de z avec: Re(z) = 0O et Im(2) = 1.
3)Si z = 5, alors 5 est la forme algébrique de z, avec : Re(z) = 5et $m(z) = 0.

D Remarques : Soit z un nombre complexe.
— Lorsque Re(z) = 0, on dit que z est imaginaire pur.
— Lorsque $m(z) = 0, z est réel.
Tout nombre réel a s’écrit de maniére unique sous la forme a = a + 0i.

Théoréeme 2
Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont la méme partie
réelle et la méme partie imaginaire.

En particulier, puisque 0 = 0 + 0i, pour tout nombre complexe z :
z =0 Re(z) = $m(z) = 0.

Représentation géométrique d'un nombre complexe

Définitions 2
g : ; — > >
Le plan orienté est muni d’un repére orthonormé direct (O ; u, v).
* Soit z = a+1b, avec a et b réels, un nombre complexe.
L’unique point M du plan dont les coordonnées cartésiennes dans le repére
5> > ,,
(O;u,v) sont (a; b) est appelé I’image de z et on note M(2).
. 7 y e < 2 23
* Soit M un point de coordonnées cartésiennes (a ; b) dans le repére (O ; u, v).
Le nombre complexe z = a +ib est appelé ’affixe du point M.

LES NOMBRES COMPLEXES



e Dans le plan
complexe, la
notation M(2)
signifie que : M est
I'image de zou zest
I"affixe de M ou M est
le point d'affixe

le nombre

complexe z

e Unvecteur 7v

du plan complexe
étant donne,

on utilisera la notation
z,, pour désigner

L ->
I'affixe duvecteur w.

VOIR ACTIVITE 2

e Comme dans R, on
écrit zz" au lieu de
zx z"lorsqu’iln’y a
pas d’ambiguiteé.

e La propriété 1 est
admise. On calcule
dans C comme dans
R mais en tenant
compte de i2 = 1.

D Remarque : Soit M le point d’affixe z =

D Remarque : En particulier, le produit d’un nombre complexe z =

Soit M un point du plan orienté muni d’un repére orthonormé direct et z un nombre
complexe. On peut écrire :

M est 'image de z & z est I’affixe de M.
On peut ainsi « identifier » le plan orienté muni d’un repere orthonormé direct et
I’ensemble C des nombres complexes, ce qui justifie que I’on appelle plan complexe
le plan orienté muni d’un repére orthonormé direct dans lequel on représente les
nombres complexes.

a+ib, avecaetd axe imaginaire
réels, dans le plan complexe.

—Sia = 0, alors z = bi donc z est imaginaire pur, et M a
pour coordonnées (0 ; b) donc M appartient a P’axe des
ordonnées que ’on appelle ’axe imaginaire.

—Si b =0, alors 2 = a donc z est réel, et M a pour coor- R
données (a ; 0) donc M appartient a I’axe des abscisses que v
I’on appelle ’axe réel. 0

bF--------- x M(2)

|
|
|
|
1
1
|
|
I
|
|
|
|

axe réel

Définition 3

Soit @ un vecteur du plan complexe, de coordonnées
(a;b).

Le nombre complexe z =
vecteur .

a+1ib est appelé ’affixe du

w(2)

D Remarques :

1) Ainsi, dire que z est I’affixe du point M équivaut a dire que z est I’affixe du vecteur OT/[
2) L’identification de C au plan complexe permet d’affirmer que 1’on ne peut pas prolonger
dans C la relation d’ordre < définie dans R.

En effet, comparer deux nombres complexes reviendrait a comparer deux points (ou deux
vecteurs) du plan, ce qui n’a pas de sens.

Opérations dans C
%Z

Addition et multiplication dans C

Définitions 4
Soit 2 = a+1b et 2’ = a’ +ib’, avec a, b, @', b’ réels, deux nombres complexes.
(1) La somme de z et 2’ est le nombre complexe :
z+2 = (a+a)+i(b+b").
(2) Le produit de z et 2’ est le nombre complexe :
z2X 2 = (aa’- bb") +i(ab’+ a’d).
a+1ib, avec a et b réels,
par un réel % est le nombre complexe kz = ka +ikb.

Propriéete 1

L’addition et la multiplication dans C suivent les mémes régles de calcul que
I’addition et la multiplication dans R.

CHAPITRE 6



Application 1

Enoncé : Soit z = 2+ 3i et z’ = 4 +5i.

Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes z+ z’ et zz’.
Solution :

e 1" méthode : on applique les définitions 4.

z+2' = (2+4)+i(3+5) = 6+8i.

2z’ = (2x4-3x5)+i(2x5+3%x4) = (8-15)+i(10+12) = -7 + 22i.

e 2¢ méthode : on applique la propriété 1, en tenant compte de i2 = -1.

z+z2' = 2+3i+4+5i = (2+4)+(3+5)i = 6+8i.

’

2z’ = (2+3i)(4+5i) = 2x4+2x5i+3ix4+3ix5i (on développe comme dans R)
= 8+ 10i+12i+15i2 = 8+ 10i + 12i - 15 (on réduit en tenant compte de i2 = —-1)
= (8-15)+i(10+12) (on regroupe les parties réelles et les parties imaginaires)
ce quidonne: zz’ = -7 + 22i.

e Ladémonstration  Propriété 2
de la propriété 2 est ; 2 ;
immédiate. zadmet Tout nombre complexe z = a+1ib, avec a et b réels, admet un opposé dans C,

unopposédans Csi, | le nombre complexe — a —ib, noté —z.
et seulement si, il
existe un nombre
complexe z telque  Définition B
z+2 = 0. s
La différence de deux nombres complexes z et 2’ est le nombre complexe :

g2l = By (=)

D Remarques :
1) On a, dans C, les mémes identités remarquables que dans R :
pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe 2,
(z2+2)2 = 224222 +2'2; (2-2)%2 = 22-222"+2"2; (2+2)(2-2") = 22-22,
En particulier : pour tout réel a et tout réel b,
(a+1b)(a—1b) = a?—(ib)? = a2 -i2b% = a2 + b2.
2) Dans C, comme dans R, un produit de facteurs est nul si et seulement si I’un au moins
des facteurs est nul.

Application 2

Enoncé : Déterminer la forme algébrique de (1-3i)2.

Solution :
e (1-31)2 =12-2x(1x3i)+(3i)? (on utilise I'identité remarquable
(z-2")2 =272-222"+2'2 avec z = 1 et 2’ = 3i)
=1-6i+9i2=1-6i-9 (on réduit en tenant compte de i2 = -1)

= (1-9)-6i (on regroupe les parties réelles et les parties imaginaires)
ce qui donne: (1-3i)2 = —8-6i.
Application 3

Enoncé : 1) Soit zun nombre complexe quelconque. Calculer (z-2i)(z+ 2i).

2) En déduire les solutions dans C de I’'équation z2+4 = 0.
Solution :

1) (z-2i)(z+2i) = 22— (2i)2 = 22-22i2 = 7224+ 4,

2) 22+4 = 0 (z-2i)(z+2i) = 0 = z-2i=0 ou z+2i = 0 (régle du produit nul)
©z=2iouz=-2i
Les solutions dans C de I'équation z2+4 = 0 sont les nombres complexes —2i et 2i.

Propriéte 3

: : 11
Tout nombre complexe z non nul admet un inverse unique dans C, noté --
z

LES NOMBRES COMPLEXES



e zadmet un inverse
dans C si, et
seulementsi, il existe
un nombre complexe
Z'telque zz/ = 1.

e On voit, dans

le paragraphe 3,
une méthode simple
pour déterminer

la forme algébrique
de l'inverse

d'un nombre
complexe non nul.

e OM(2)S(z+2)M'(Z)
est
un parallélogramme.

- Alors: zz’ =

Soit z = a+ Ib avec aetb reels un nombre complexe non nul.
On adémontré que: (a+ib)(a—ib) = a2+ b2,

- D'apres le théoréme 2: 220 a#0 ou b#0; ainsi : a2
* On suppose donc que a#0 ou b=0.

- Donc:

(a+ib)(a-ib) = a2+ b2 =

+b220. :

—(a+ib)(a-ib) = 1@(a+ib)[az1 (a—ib)} i

+ b?
b )=1
+b2 oy .

- ce qui signifie que le nombre complexe a+ib admet un inverse dans C, le nombre -

@(a+|b)[

;A .. b a ( b )
© complexe z’ = —i = +i|— .

a?+b2 a?+b? a2+ b2 a? + b?

* Siun nombre complexe (comme un nombre réel) non nul admet un inverse, alors cet. *

. inverse est unique. En effet, on suppose que zadmet un autre inverse z”.
letzz! =1=2z22"-zz" 0:>z(z )-0:>z = 27 (carz;tO)

Définition 6
Soit z et 2’ deux nombres complexes, 2’ non nul.

. = 1
Le quotient de z par 2’ est le nombre complexe = = z2X =-
: 2

2)

de deux nombres complexes dans le plan complexe

Interprétation géométrique de la somme et de la difference

. \ 1 > >
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; u, v).

Propriéteé 4
Soit z, 2’ deux nombres complexes et M, M’ les deux points du plan complexe

d’affixes respectives 2, 2
Soit S un point du plan complexe

Le point S a pour affixe z + 2’ si et seulement si OS OM + OM’
Démonstration
Soitz=a+ibetz’ = & +nb’ aveca, b, a’, b’ reels. Boisn
. Alors z+z' = (a+a’)+i(b+b’). . ;

+ Donc, S étant un point du plan complexe : Wil o/
. S apouraffixe z+ z’ < S a pour coordonnées I "
: (a+a ; b+b) /
. =2 ! / 7 M(2)
) < OS a pour coordonnées N // o :
E (a+a ; b+b) Ve :
: P "o P 0|z ,
< 0S8 = (a+a)d +(b+b)v
_) B
©0S = au+bv+au+bv :
o g o .
< 0S = OM +OM".

® W W M e e ®mE s s W W E DM W EWE NS SR A mEEESSMEEHESEEEEAEEEEEESYEARESES

D Remarque : Soit z un nombre complexe, et M, M’ les points du plan complexe d’affixes

respectives g, —z.
O a pour affixe z+ (-2) = 0; donc, d’apres la propriéte 4 : OM + OM’
qui prouve que M’(-z) est le symétrique de M(z) par rapport a O.

— >
00 =0, ce

CHAPITRE 6



Propriétée 5
Soit z, 2’ deux nombres complexes, et M, M’ les deux points du plan complexe

b * ’
d afﬁ‘xe’s respec'flves Z = ’
La différence 2’ — 2 est ’affixe du vecteur MM’

Tt A b BUE S o w M MM e EEOE e e R R K EESEWEES S EESASR NN RSSO ENEREBEERSGYEESESSANSSWEDG

* Soitz=a+ibetz’ = a' +ib’, avec a, b, a’, b’ réels.

- Alors z’—z = (a'-a)+i(b’'- b).

. Or(a’—-a; b’-b) estlecouple de coordonnées cartésiennes
£ ey

+ du vecteur MM’.

i ’ g >

* Donc z’ - z est l'affixe du vecteur MM’.

o<t
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D Remarque : Soit z, 2’ deux nombres complexes, et M, M’ les points du plan complexe
d’affixes respectives z, z”. On note D le point du plan complexe d’affixe z’ - z.

—
D a pour affixe 2" — z < OD a pour affixe 2’ -z
— — ]
< OD = MM’ d’aprés la propriété 4
< OMM’D est un parallélogramme.

Application 4

Enoncé : Soit A, B, C les trois points du plan complexe d'affixes respectives 3 -i, 2 + 2i,
-1+ i. Déterminer I'affixe z; du point D tel que ABCD est un parallélogramme.

—> —
Solution : ABCD est un parallélogramme < AB = DC.

D’apres la propriété 4 : ekt ol B2 +2i)
AB a pour affixe 2+2i-(3-i) = -1+3i; T \
—> \=
DC a pour affixe -1 +i-2zp. \\Z
Ol|g \

Donc: |d \
ABCD est un parallélogramme < -1+3i = -1 +i-2p \_—T |

Sz =-1+i-(-1+30) b

o zp = -2i.

Nombres complexes conjugueés

1) Définition et interprétation géométrique

Définition 7
e On dit aussi plus On appelle nombre complexe conjugué d’un nombre complexe z = a +1b,

simplement que Z ou a et b sont deux réels, le nombre complexe a —ib.
estle conjugué de z

On note : 2 = a+ib = a—ib.
Exemples
T+i=1-i; 2i=0+2i =0-2i =-2i; 3=3+0i =3-0i = 3.
D Remargque : Soit = = a+1b, avec a et b réels, un nombre complexe.
Z =a—ib, doncz = a—ib = a+ib = z.

Le conjugué de z est z et le conjugué de z est z : on dit que z et z sont deux nombres
complexes conjugués.

LES NOMBRES COMPLEXES



e La propriété 6

constitue l'interpre-

tation géométrique
de zet Z quisont
deux nombres
complexes
conjugués.

o

Propriété 6
Soit z un nombre complexe.

Les points M et M’ du plan complexe d’affixes respectives z et z sont symétriques
par rapport a ’axe des abscisses.

Soit z = a+ib, avec aet b réels, un nombre complexe.
. Dire que M a pour affixe z équivaut a dire que M a pour M(z)
coordonnées cartésiennes (a; b) et dire que M’ a pour
. affixe Z équivaut a dire que M’ a pour coordonnées carté-
. siennes (a; - b).

* Ainsi, M et M’ ont la méme abscisse et des ordonnées
. opposées, donc M et M’ sont symétriques par rapport a
- I'axe des abscisses. M’(E;

o|lv ©
L—*—-jmék—i

Propriétés
Propriéte 7

Pour tout nombre complexe z = a +ib, avec a et b réels, zz = a? + b2, donc
zz est un réel positif.

Démonstration .
" Soitz=a+ib, avecaetbreels, un nombre complexe.
2z = (a+ib)(a-ib) = a2—(ib)2 = a2—-i2b? = a2+ b2.

Pour tout réel a et tout reel b, a2 + b? est un réel positif, donc zz est un réel positif.

B e w e s s EEE K EEGO W NN EEWEGSEE N EESEE RSN EEEUESSeEEENESEENESEEUEEESWEEEENEEEEEEEWEESS

D Remarque : La propriété 7 donne une méthode simple pour déterminer la forme algébrique
de I’inverse d’un nombre complexe z = a + 1b non nul, avec a et b réels. En effet :

z§=a2+b2¢:>l=icpl=“__ib@l= a_ ;b |
z  a?+0b? a® + b2 a? + b? a2+b2
Cela permet donc aussi de déterminer la forme algébrique du quotlent = (avec 2" #0) de
deux nombres complexes.

Application 5

Enoncé : Résoudre dans C I'équation du premier degré : (3 +5i)z = 1-2i.
Solution :

. ] o . _1-2i

3+5i#0, donc: (3+5i)z=1-2iz= 375
L'équation a une solution unique, dont on détermine la forme algébrique en multipliant

le numérateur et le dénominateur par le conjugué 3 -5i du dénominateur :

1-2i _ (1-2i)(3-5i) _ 3-5i-6i+10i2 _ 3-5i-6i—-10 _ —-7-11i _ _1_11
3+5i (3+5i)(3-5i) 32152 - 9+25 T3 T T34 3"
Conclusion : 7 1
La solution dans C de I'équation (3 +5i)z = 1-2i estle nombre complexe — 3 §£_li'

Propriétés 8
Pour tout nombre complexe z :
) z+z = 2Re(2) et 2—2z = 2i¥m(z).
(2) z est réel si et seulement si z = z.
(3) z est imaginaire pur si et seulementsi 2 = —2z.

CHAPITRE 6



Soit z = a+|b avec g et bréels, un nombre complexe
(1) z+z = a+ib+a-ib = 2a = 2Re(2).
© z-Z =a+ib-(a-ib) = a+ib-a+ib = 2ib = 2iIm(2).
* On en déduit que :
(2) zZ=2o7z-Z =052i%¥m(2) = 0 z est réel.
(3) Z=-Z2+2Z = 0<:>297te(z) 0@2 est imaginaire pur

e Les énoncés (1), Propriétés 9

(2),(3) et (4) ’

se déduisent Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe 2’ :

des formes Q) z+2 =z+2. (2)2zf = ==,

algébriques e b -

de la somme i 1 1 i 2’ = =
me, (3)siz#0, alors [~ | = =- 4)siz’#0, alors [ = | = =.

du produit, g Z 1 >

du quotient de deux
nombres complexes.

e Onpose: 20 =
- M) _Démonstration .

(5) si z# 0, pour tout entier relatif n, 2" = 3.

o’Pourldes exemples - (5) On démontre d’abord facnement par récurrence sur n que :
g;‘;‘:;;z:%nefzs_ . pour tout nombre complexe z non nul et tout entier naturel n, z" = z".
' : ® Soit zun nombre complexe non nul et n un entier relatif strictement négatif.

VOIR EXERCICES - i
RESOLUS 2 ET 3 ¢ Alors n = —m avec m entier naturel.

; e 1 1 : o
t Donc: 2" =z = (—) = — d'apreés la propriété (3).
zm zm

; o = 1 - -

t Or:zm =zm car me N. Donc: 27 = e 20 20

{ z

« ® Conclusion : pour tout nombre complexe z non nul et tout entier relatif n, z" = zn.

Bmerews=newssnmeennssssssass s dnse w N EESSEESSEEESNSS S8 HENHNESDERARRNEEESESEmEEEEw

) Résolution dans C d’une équation
du second degre a coefficients réels

=

Résoudre dans C ’équation az? + bz + ¢ = 0, ou a, b, ¢ sont trois réels avec a non

nul, c’est déterminer tous les nombres complexes z tels que az? + bz+c¢ = 0.

Le réel A = b2 —4ac est le discriminant de I’équation az? + bz +¢ = 0.

Théoréme 3

Soit a, b, ¢ trois réels avec anon nul, et A = b2 — 4ac le discriminant de I’équation

az2+bz+c = 0.

e DansC, I'équation = — Si A > 0, alors ’équation a22 + bz + ¢ = 0 admet, dans C, deux solutions réelles
azZ+bz+c =0, distinctes :
avec a, b, créels, b A b
-b- —-b+ JA
a=0, admet 2 = —[ et 2z, = —Ji
toujours deux solu- 2a 2a
tions (distinctesou  _ §j A = 0, alors I’équation az2 + bz + ¢ = 0 admet, dans C, une solution réelle :
confondues). i
Les solutions dans C Zg = —0—
de I'équation 2a
aZ+bz+c =0 —Si A<O0, alors ’équation az2+bz+c¢ = 0 admet, dans C, deux solutions

sont aussi appelées 1 : :
les racines compliexes conjuguees :

de I'expression —-b- 1«/_A _—b+ i,\/—A‘

27 = =
az+bz+c. - Hegg o %2 2a
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BAC

e On procéde comme
dans R, en utilisant
des identités
remarquables et

5

la régle du produitnul. |

e lorsque A= 0,
les solutions dans C
de I'équation
azz+bz+c =0,
avec a#0, sont
les solutions dans R
de cette équation.

e Une équation
incompléte est une
équation de la forme
az’+ bz = 0 avec
ab#0 ou

az2+c¢ = 0 avec
ac=0. Dansles
deux cas, A=0.

e W w o ww W

®

'Démonstration
a, b, c étant trois réels avec a# 0 : pour tout nombre complexe z,

2 2
az2+bz+c = a(zz+l—)z+9) = a[(z+—b—) _b_+4_ac}
a a 2a) 4a? 4a?

. b\2 b2_4ac] _ b2 A
7 a[(“izj 1 } > "”[(”z,) ‘z;]'

2
Donc, dans C, I'équation az2 + bz + ¢ = 0 est équivalente a I'équation (z+ —b—) A 0
-Si A>0, alors: .

W E B E BB EREEHESEAMERNUMBE NSRS EEEMESERERERSENRSEWWMEAE NN EEEEESE

4 breo - 32) = oe[(=+ ) Bl 2)-E)-
azz+bz+c = O®(2+za) (23 (IR=N z+2a 22 zZ+ 5. 52 0
b o b 5
@z+§5+§2~0 ou z+2—a Z_a_o *
o bJZouz=—b+JZ :
2a 2a

On a bien obtenu deux solutions réelles distinctes.
-SiA =0, alors:
b

2
azz+bz+c=0@(z+£) =0®z+£=0@z=——-
2a 2a 2a

On a bien obtenu une solution réelle.
-SiA<0, alors—A>0, donc A = —(J=A)? = ~1x(J=A)? = i2x (J=A)? = (iJ-A)%

D'ou :

ot vten = 0eo(es LY -(HB) - goof(es ) HBY (e ) E] o

2a 2a 2a 2a 2a 2a
b A b iJ-A .
Szt + 22 _Oouz+z— 58 :
@z_—b—h/ A quz.—hriva b+u/ A .
2a .
On pose : z; = f—%—- =4, Alors : Z; = M = 7. :

2a - :
On a bien obtenu deux solutions complexes conjuguées. .

Appliycation 6

Enoncé : Résoudre dans C I'équation 22+ z+1 = 0.

Solution : On calcule le discriminant de I'équation: A = 12-4x1x1 = -3.
A <0, donc, d’apres le théoréme 3, I'équation admet dans C deux solutions complexes
conjuguées :

—1—iJ§ 1+|J§

Zx1 2T o

, c'est-a-dire: z, = —1—i£ et z, = —1+i£-

f = 272

D Remarque : Lorsqu’on doit résoudre dans C une équation du second degré « incompléte », on

peut conclure directement sans utiliser le théoréme 3, en se souvenant qu’il y a toujours deux
solutions distinctes.

Application 7
Enoncé : Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 222-2z = 0.
2) 4z22+3 = 0.
Solution :
1) 222—z=0<:)z(22—1)=0@z=0ouz:%-
2) 42243 = 0 (22)2-3i2 = 0 (22)2-(i/3)2 = 0 © (22-i/3)(2z+i/3) =
BB
©z=i% ouz=-ig
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E) Module d’'un nombre complexe

Définition et interprétation géométrique

e Pourtoutnombre  Définition 8
complexe z |z| est : : .
un réel positif Soit z = a+1ib avec a et b réels, un nombre complexe.

On appelle module de z le réel noté |z| défini par: |z| = Ja? + b2.

D Remarque : Lorsque z est réel, alors il existe un réel a tel que z = a+ 0 X .

Donc: |z| = Ja2+02 = Ja? = |q.
On lit : « le module de z est égal a la valeur absolue de a ».
Ainsi, lorsque z est réel, le module de z est la valeur absolue de z (puisque z = a). C’est

e La notion de
module dans C
prolonge la notion

de valeur absolue cette égalité entre module et valeur absolue obtenue pour les réels en tant que nombres
dans R. complexes particuliers qui justifie que I’on utilise la méme notation pour les deux notions.
Exemples

I3+ 2i] = /32+22 = /13; |3-2i| = /32+(=2)2 = ./13; |2i| = J02+22 = 2;
[i|] = 4J02+12 =1; |5 = 5; |-3 =

e La propriété 10 Propriété 10
constitue I'interpre- -
tation géométrique, Soit 2 un nombre complexe. i
dans le plan Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O ; #, v):
I . :
e (1) soit M le point d’affixe z ; alors : OM = |z];
> =
de module d'unnom-  (2) soit @ un vecteur d’affixe z ; alors ”w” ==

bre complexe.
Pour des exemples quor;gtrat;on

MMM E S NEESEENNBSE SN NN NESESAS S YR EREE e SN RN WA EEEEEESSWEMEEwE RS

iy :
dapp.'cam ,de. : (1) Soit z = a+ib, avec aet bréels, un nombre complexe .
cette interprétation - 4
géométrique : ' et M son image dans le plan complexe. _ W (2) :
VOIR EXERCICE ~  Zest |'affixe de M, donc M a pour coordonnées cartésiennes |z| *
= 5 : - >

RESOLU 2 . le couple (a; b) dans le repére orthonormé (O ; 4, V). gl M(z »
“ . Donc:OM = JaZ+ b2 |z| J

1
Dol : |z| = OM. v ; :

¢ (2) La démonstration est analogue a la précédente. Olz a

Propriétés des modules

e La propriété 11 est Pl‘OPI‘iété 11

une conséquence - 2
immédiate Pour tout complexe z, 2|2 = 2z ou |z| = J2z.
de la propriété 7 et
de la définition 8. PI‘Opl‘iétés 12

Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z’:

1) |s=0&2 = 0. (2 |2 = |z| = |—Z| = |-z| (3) 22| = |4ll2".
: 1 = 2

4)si z#0, = S)siz’#0, .

5 S = 2]

(6) si z# 0, pour tout entier relatif #, |z"l = |2|*

mEm BEE NS SE S S B R R MMM NSNS N E S EEGUHAEEEEESSEEEEEEe RS NEENNESSE S NNNEEEEWEEEHEEK

/

: Soxtzet Z deux nombres complexes.
5 (1) |1z] = 04:)|z|2—0(:)zz =0e2z=00uz=0sz=0.

LES NOMBRES COMPLEXES



e On peut aussi
démontrer la pro-
priété (6) en deux
étapes, comme pour
la propriété 9-(5).

e On justifie ainsi
géométriquement

la propriété 12-(2),
qui signifie que

les points M, M;, M,,
M, sontcocycliques.
Mais on obtient

un résultat plus

« précis » puisque
I'on démontre que
MMM M, est

un rectangle.

e La propriéte 13 est
connue sous le nom
d’inégalité triangu-
laire.

* Q@@ =ree=x oMo o om W oE B R B EEE M MEEEEE SRR B ENEEESEE

(2) D’'apres la proprlete 1:

|22 = 2z; |2[¢ = zZ: | z|]2=(-2)(=Z).
Or:z =z donc:|z|2 = zz = zZ = |2|2.
D’autre part: =z =

(=1)Zz (propriété 9-(2)) ;or: -1e R, donc =1 = -1.

D'oli: =Z = (-1)Z = -Z;donc: |-2|2 = (-2)(-2) = zZ = |z|2.
* Ainsi: |z|2 = |2]2 = |-z|2, et comme |z],

. déduitque: |z| = |Z] = |-z|.

D |zl =12l=|-2| = |=Z|;0r: |-Z| = |-2|; donc |-2z| = |-Z|.
 Onadoncbien: |z| = |Z| = |-2| = |-2|.

(3) |zz’|2 = (zz’)(zZ’) (propriété 11)

= (z2’)(zZ’) (propriété 9-(2))

= 222’7’ = |z|2|z’|2 (propriété 11).

= (lzllz’))?

. Or |zz'| et |z||z’| sontdes réels positifs, donc : |zz’| = |z||z/].

t Or |z et |z!" sont des réels posmfs donc: Iz”J

(4) La démonstration est analogue a celle du (3).

(5) Cette propriété se déduit immédiatement des propriétés (3) et (4).

(6) Si z= 0, pour tout entier relatif n:
|zn|2 = znz" (propriété 11)
= z"z" (propriété 9-(5))
=(22)" = (|2H)" = |42" = (|4")2.

|z| et |-z| sont des réels positifs, on en *

D Remarque : Soit z un nombre complexe, z# 0, et M I’image de z dans le plan complexe.

B W ow m e mE W R EEEE WA S M EESGARE RS S WNEREAEEEEAS RN E MR EEE R W EESNENKRREDEEEEREEE N EEE

Alors, d’apres la propriété 6, ’image M de z estle symé-
trique de M par rapport a ’axe (O ; u)

De plus, on a vu que 'image M, de —z est le symétrique de
M par rapport a O, donc aussi que 'image M; de —z estle
symétrique de M, par rapport a O.

On en déduit que O est le milieu de [MM,] et de [M;M;],
avec OM = OM,, donc: MM, = M| M;, etOestle
milieu de [MM,] et de [M;M;].

Ainsi, le quadrilatére MM ;M ,M; a ses deux diagonales de
méme longueur et qui se coupent en leur milieu, donc
MM M,M; est un rectangle.

Propriétée 13

Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z2’,

|z + 2| < |2 +|2].

mmmmmmmmmm

Sor[ zet z’ deux nombres complexes.
On appelle M, M’ et S les images respectives de z, z’ et

z+2z’ dans le plan complexe. Alors, d‘aprés la
propriété 10: OM = [z|, OM’ = |z’| et OS = |z+ Z/|.
Dans le triangle OMS, on a: OS < OM + MS.
— —_— —
Or: OS = OM + OM’, par définition de I'addition
dans C,
— = —
et: OS = OM + OM’ & OMSM’ est un parallélogramme
—_—  —
< OM’ = MS.
Donc: MS = OM’ = |Z.
D'ou: |z+ 2| < |z| +|2'.

B A M e e EEE X E WA e B EEE WM AR S EEWWER WG W EE R E ENEWWENMRESE S EEEENWERSE
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<!
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[ Formes trigonométriques
d’un nombre complexe non nul

1)

Arguments d’'un nombre complexe non nul
Définition 9
Soit 2 un nombre complexe non nul et M le point

d’affixe z dans le plan complexe.
On appelle argument de z, et on note arg(z), une mesure

’x!\’hZ)

i = e /?31‘9(2;
en radian de ’angle orienté de vecteurs (z ; OM). \

D Remarques :
1) O est le seul nombre complexe qui n’a pas d’argument.
2) Tout nombre complexe z non nul admet une infinité d’arguments : si 6 est un
argument de 2, alors pour tout entier relatif 2, 6 + 227 est un argument de z.
On écrit : arg(z) = 0 [27].

Exemples

SoitA, B, C, D les points du plan complexe d’affixes respec-

tives g, -4, 3i, -2i. o k0 =
(d; OA) = 0 [2n] ; donc arg(z) =0 [2r]. :_/) .

v 1l
a: O—B>) =n [2r] ;donc arg(-4) = n [2n]. B(—4) \Olg
7:06) =T (2] ;d 3iy =% 2 F
(u; )-i[n], onc arg( |)-§[n]. 2 ! D
(3 ; O—I>D) = %ﬂ [2r] ; donc arg(-2i) = 3?75 [2m].

Définition d’une forme trigonométrique d’'un nombre
complexe non nul

Propriété 14
Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique a +ib, avec a et b

réels, et O un argument de z.
Alors : a = |zlcos® et b = |z|sinb.

Démonstration. ... ... ...

Soit M le point du plan d’affixe z. Ly »
. Par définition, tout couple (r;a)ou r = OM et o = (3 ; OM) [27] estun couple de ;
coordonnées polaires de M par rapport au pole O et a I'axe polaire (O ; D)).

. Or, par définition du module et d'un argument d’'un nombre complexe non nul :

' OM = |z| et 8 = (3 : 6’|\Z) [2r].

. Donc (|z| ; 8) est un couple de coordonnées polaires de M.

On en déduit, d’aprés un résultat vu en classe de Premiére, que :

e

oM = lzl(coseﬂ)+sin63) = (lzlcose)3+(iz|sin9)7.
: —>
t Or M a pour affixe z = a+ib, donc par définition, OM = au + bv.

- D'ou, d'aprés l'unicité du couple des coordonnées cartésiennes d'un point dans un -
' repére: a = |z|cos® et b = |z|siné.

LES NOMBRES COMPLEXES



e | e théoreme 4

se déduit immédiate-
ment de la

propriété 14.

e Tout nombre
complexe non nul
admet une infinité
de formes trigono-
métriques.

e Déterminer une
forme trigonomeétri-
que d'un nombre
complexe znon nul
équivaut a détermi-
ner le module et un
argumentde z ce qui
équivaut aussi

a déterminer un cou-
ple de coordonnées
polaires du point M
d'affixe z.

e Un nombre
complexe non nul
admet une infinité
de formes trigono-
métriques, mais

une forme trigono-
métrique définitun et
un seul nombre
complexe non nul.

e Pour la détermina-
tion d'une forme tri-
gonométrique de

43(005 T 4 isin Ej

5 5
etd’autres exemples
de ce type :

VOIR EXERCICE
RESOLU 1

Théoreme 4

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme :
= |2|(cos® +isin®) ou O est un argument de z.

Définition 10
Soit z un nombre complexe non nul.

Une écriture de z sous la forme z = |2]/(cos8 +isin®) ou 6 est un argument de 2z
est appelée une forme trigonométrique de z.

D Remarque : Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan complexe d’affixe z.

z s’écrit de fagon unique sous la forme a + ib avec a et bréels : a +1b est la forme algébri-
que de z et (a ; b) est le couple de coordonnées cartésiennes de M.

Si une forme trigonométrique de z est |2|(cos0 +isin®), alors (|z| ; ) est un couple de
coordonnées polaires de M et toute écriture du type |2|[ cos(0 + 2km) +isin(0 + 2km)], ou
k est un entier relatif, est aussi une forme trigonométrique de z donc tout couple
(|2] 5 8+ 2km), ou k est un entier relatif, est un couple de coordonnées polaires de M.

Application 8
Enoncé : Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z de module /5 et dont

2n
un argument est

3
Solution : Par définition, z = /5 (cos % +isin %n) est une forme trigonomeétrique de z.
) 2n 1 2n 3
Or: cos? = =y tsm? =
Donc: z= J&:)( J@) §+i¥~
Conclusion : La forme algébrique du nombre complexe de module /5 et dont un argu-
ment est Z?E est — % + |E

Théoréeme 5

Soit z un nombre complexe non nul.
Si z s’écrit sous la forme z = r(cosO +1isinB) ou r est un réel strictement

positif et O un réel, alors : [2| = r et 0 = arg(z) [2x].
DGO abION o o rin s om0 m
z = r(cosf +isin@); donc: |z| = |r|lcos6 +isin@| (propnete 12- (3))

r:|cosf+isin®| = .J/cos20 + sin20 = /1
Donc: |z| = |r| = r car r>0.
Soit o un argument de z; on peut donc écrire :
Onadonc: z = r(cosB+isin®) = r(coso +isina),
ce qui donne : cosO +isin® = cosa +isina, car r=0.
On en déduit, d'apres le théoréme 2, que : cosf = cosa et sinf =
0 =0 [21t] ce qui prouve que 0 est un argument de z.

z = r(cosa +isino). :

sina, donc que:

®
'
s M mAmEEE BB R s R EE

D Remarque : On a ainsi démontré que toute écriture du type r(cos8 +isin€) ou rest un réel

strictement positif et 0 un réel est une forme trigonométrique du nombre complexe de module

. To.. T .
r et dont 6 est un argument. Par exemple, 1’écriture ﬁ(cos 3 + isin 3) est une forme trigo-

- T
nomeétrique du nombre complexe de module /2 et dont 3 est un argument.

s T . .
Mais ’écriture —3(003 —+1sin

T . .
5 5) n’est une forme trigonométrique d’aucun nombre complexe.

CHAPITRE 6



e Deux nombres
complexes sous
forme algébrique
sont égaux si, et
seulement si, ils ont
la méme partie réelle
etla méme partie
imaginaire.

e Deux nombres
complexes non nuls
sont égaux si, et
seulement si, ils ont
le méme module et
le méme argument
modulo 2.

e Onadonc:
(3)zréel @z =0
ouarg(z) =0 [=x].
(&) zimaginaire pur
<z=0ou

arg(z) = g [r].

mC

e Pourdémontrerles
énoncés(2), (3) et(4),
on utilise respective-
ment les trois pro-
priétéssuivantes des
angles orientés de
deux vecteurs non
nuls, vues en classe
de Premiere :

— pour tout vecteur
U ettoutvecteur v
non nuls,

(U;-v)

=(3;3)+n [2m].

— pour tout vecteur
> >
U ettoutvecteur v
> >
nonnuls, ¢ et v
sont colinéaires
si et seulement si
>
(a;v)=0 [m].
— pour tout vecteur
-> >
U ettoutvecteur v
> >
nonnuls, 7 et v
sont orthogonaux
si et seulement si

(0;v) = T-ZI [n].

Propriété 15
Soit z et 2 deux nombres complexes non nuls.
z2 =2 o2 =2 et arg(z) = arg(z’) [2x].

Smt zet z’ deux nombres complexes non nuls.

- Il estimmeédiat que si z = 2, alors |z| = |z/] et arg(z) = arg(z’) [2m].

- Réciproquement, on suppose que |z| = |z’| et arg(z) = arg(z’) [2m].
Soit 8 un argument de z et 8’ un argument de z’.

Alors on peut écrire : z = |z|(cos@ +isin®) et z’ = |2’|(cos®’ + ising’).

Or: |z| =27,

et ® = 8’ [2n], donc: cosO = cosB’ et sinB = sind’.

On en déduit que : |z|(cos8 +isinB) = |z’|(cos®’ +isin®’ ), c'est-a-dire z = z’.

rrenexaisssmew iacevd sy o s e e e e e e el e R R NN R e R e e e e
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' Propriétés des arguments

Propriétés 16
Pour tout nombre complexe z non nul :
(1) arg(z) = —arg(z) [2x].
(2) arg(-2) = arg(z)+m [2m].
(3) zestréel © arg(z) = 0 [m].

(4) z est imaginaire pur < arg(z) = g [r].

On note M, M, et M, les images respectives de z, Z et — z dans le plan complexe muni

du repére (O; U, 7). Alors :

ey = S ey S5
arg(z) = (u ; OM) [2r], arg(Z) = (U ; OM,) [2n] et arg(-2) = (4 ; OM,) [2x].
(1) D’aprés la propriété 6, M et M, sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses ;

= ey G = @ o
donc: (U ; OM,) = —(u ; OM) [2r], c'est-a-dire arg(z) = —arg(2) [2xn].
(2) Dans le plan complexe muni du repére (O ; U), \_/)):
. = - >
M a pour affixe z, donc: OM = au + bv ;
; g - >
M, a pour affixe -z, donc: OM, = —au - bv.

S5 — iy —
Donc: (4 ; OM,) = (u ; -OM) [2r]

> T < H
= (u; OM)+r [2r], c'est-a-dire: arg(-z) = arg(z)+n [2x].

(3) zréel et z#0 < M appartient a I'axe des abscisses et M = O
-> =3 ] Ty
< u et OM colinéaires et OM =0
S5 = — >
< (W;0M) =0 [n] etOM=0
& arg(z) =0 [n] et z#0.
(4) zimaginaire puret z#0 < M appartient 4 I'axe des ordonnées et M = O
sl —> — >
& u et OM orthogonaux et OM =0
= T
< (u; OM) = 3 [nl

So¢t zun nombre complexe nonnul, z = a+ib avec aet bréels non S|multanement nuls.

R R B R AR e e R e R N R e R e e e e e e e S
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o La propriété 17 est Propriété 17
la propriété
fondamentale des

Démonstration

/ bm M B M Rm RTER XA EE W % A R M E W EE S Y E MK RREWSEMREEEEESSE N RN EEEEEEENEEREESWNEEEEEEAANEE RS
/

Soit zet z’ deux nombres complexes non nuls.
On peut écrire :
z = |z|(cos0 +isinB) ou B est un argument de z,

Alors : zz’ = |z||z’|(cosB +isinB®)(cos®’ +isin®’).
* Or:

1l

1]

et z’ = |z’|(cos®’ +isin®’) ou O’ est un argument de z’.

: HHI

Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z° non nuls :
arguments. arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [2x].

(cosB +isinB)(cosB’ +isin®’) = cosOcosh’ +icosOsind’ +isinBcosh’ +i2sinBsinb’
(cosBcosO’ —sinBsin®’) + i(cosOsin®’ + sinBcos0’)
cos(0+6’) +isin(0 +0") d'apres les formules

d’addition.
» Donc: zz’ = |z||z’|(cos(6 +8") +isin(6 +6)).
e Onretrouveicila | |z||z’] > 0, donc d'apreés le théoréme 5: |zz’| = |z||z’| et arg(zz’) = 6+6" [2x],
propriété 12-(3). c’est-a-dire : arg(zz’ ) = arg(z)+ arg(z ) [27t]
VOIR ACTIVITE 2 .Remarque :On peut ainsi donner une interprétation
neuaet géométrique, dans le plan complexe, du produit de deux P(zz’)
nombres complexes z et 2z’ non nuls. X
Soit M, M’ et P les images respectives de z, 2’ et zz’ f\s”r B}
dans le plan complexe. - WT =
22| = |2|lz’] & OP = OM x OM e /< 040
arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [2m] /XN 0
> —> >  — > ﬁ, = \
< (u 3 OP) = (u ; OM) + (u ; OM") [2x]. u
Propriétés 18
Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z’ non nuls :
1
a arg(;) = —arg(z) [2m].
) arg(zi,) = arg(z)-arg(z’) [2m].
(3) pour tout entier relatif n, arg(z") = narg(z) [2r].
Ty Démonstration ... ...
% * Soit zet z’ deux nombres complexes non nuls.

1
(1)zx; =0

e

et arg(1) =0 [2x] car 1 = 1(cos0 +isin0).

e
(2) o zxz,.

(@)

=

[<}]

=

(o]
T

N

X

Ll
N

]
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1

arg(z)-arg(z’) [2m].

Or: arg(lez) = arg(2) + arg( ) [2n] d’aprés la propriété 17

arg(2) + arg(zl,) [2w], d’apres la propriété 17
arg(z)—arg(z’) [2rn], d'aprés la propriété (1).

Donc: arg(z) + arg(‘l}) = 0 [2r], ce qui donne: arg(lz) = —arg(2) [2n].

CHAPITRE 6
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¢ (3)On demontre d abord facnlement par récurrence sur n que :
. pour tout nombre complexe z non nul et tout entier naturel n,
¢ arg(z™) = narg(2) [2r].

- Soit zun nombre complexe non nul et n un entier relatif strictement négatif.

. Alors: n = —m avec m entier naturel.

[ Domc:anopmo L .
| 2" :
On en déduit que : arg(z") = —arg(z™) [2r], d'aprés la propriété (1). .
! Or: arg(z™) = marg(z) [2r], car me N. .
: Donc: arg(z") = —marg(2) [2m],

. c'est-a-dire: arg(z") = narg(z) [2n]. .
i — Conclusion:
Pour tout nombre complexe z non nul et tout entier relatif, arg(z") = narg(z) [2n].

P"XEooosssssnsssossnssnessnsmssnnboon s 58w 8 a8 R 8w 8 R RS UREESENESESSHESS S S RRE e kS

Application 9

Enoncé : Déterminer une forme trigonométrique de 1L+|
Solution :
- On commence par déterminer une forme trigonométrique de 1 +i.

1+i] = J12+12 = /2.
Donc 1+i = ﬁ(—+|—)=[(£+|£] A/ﬁ(cosr—uising).

J2 2 2 4
- On utilise les propriétés des modules et des arguments.
1+il = 4/2; donc: | | = LI e “/i (propriété 12-(4)).

T+i| 1+l 2
arg(1+i) = [27:], donc: arg( T ) —% [2n] (propriété 18-(1)).
. ﬁ T
Conclusion : > [cos +isin -7 } est une forme trigonométrique de —— T
Application 10
Enoncé : Déterminer une forme trigonométrique de (1 + i)(ﬁ; 'j.
Solution: Onpose: z=1+i et 2z’ = “/54“ @ 4|
— On commence par déterminer une forme trlgonometrlque de zetde z'.
zZ= ﬁ(cos4+|sm ) (voir I'application 1).
121 JI? ﬁ [
16

Donc: z 5(7 2|) = 2(0036+|sm6j
- On utilise les propriétés des modules et des arguments.
|zz'| = |z||2’| = %XZ ﬁ (propriété 12-(3))
et arg(zz’) = arg(2) + arg(z ) [2r] (propriété 17)
donc: arg(zz’) = %+g [2m]

5n

= —2 [27t]

Conclusion : “{E(cos ?—g +isin %) est une forme trigonométrique de (1 + i)(“/§4+ ! )

LES NOMBRES COMPLEXES



e eif selit:
« exponentielle
i théta ».

o L es propriétés 19
se déduisent immé-
diatement

des propriétés 12,
17 et 18.

e L e théoreme 6 est
une conséquence
immédiate

du théoreme 4

et de la définition 11.

VOIR EXERCICE
RESOLU 5

Forme exponentielle d’'un nombre

complexe non nul

On a démontré (propriété 17) que : pour tout réel 6 et tout réel 07,

(cosB +1isinB)(cosO’ +isinB’) = cos(0+0’) +isin(0 +6").

Ainsi, en posant : pour tout réel 0, f(8) = cos6 +isin®,
ona:f(0)xf(0") = f(6+80") pour tout réel 6 et tout réel 9.

Or, on a vu que la relation fonctionnelle : pour tout réel x et tout réel y,

f(x+y) = f(x) X f(y) caractérise les fonctions exponentielles x —> e**,

C’est ce qui justifie I'introduction de la notation exponentielle.

Définition 11

Pour tout réel 0, on pose : cos0 +isinf = ei®,

Autrement dit : on note e® le nombre complexe de module 1 et dont 0 est un

argument.

Exemples
e2im = cos(2m) +isin(2mw) = 1.

ei™ = cosm+isinm = —1.

eig - cosF+isink = j
2 2 )

e? = 003(3—n)+isin(3—n)
2 2
i3 27

Propriétés 19
Pour tout réel 0 et tout réel 9’ :
(1) eifeld’ = ¢i(6+6"),

@

S5
=

gif i(6-0")
(3) el—e, = ¢ .

(4) pour tout entier relatif n, (ei®)” = ein®,

Théoréeme 6

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme :
z = |z|e!® ou O est un argument de z.

Définition 12

Soit z un nombre complexe non nul.

Une écriture de z sous la forme z = |z|ei® ou 0 est un argument de z est appelée

une forme exponentielle de z.

calcule avec cette notation exponentielle comme avec les puissances.

D Remarque : L’intérét des formes exponentielles est qu’elles permettent de simplifier les
calculs puisque, on I’a vu dans le chapitre 3 et on le voit ici avec les propriétés 19, on

CHAPITRE 6



e Le théoreme 7 se Théoréme 7
déduit immédiate-

ment du théoréme 5
etde la définition 1.~ Si z s’écrit sous la forme rei® ou r est un réel strictement positif et 6 un réel,

alors: |z| = r et ® = arg(z) [2x].

Soit z un nombre complexe non nul.

Autrement dit : toute écriture du type re'® ou r est un réel strictement positif et 6
un réel est une forme exponentielle du nombre complexe de module r et dont 6
est un argument.

D Remarque : Une écriture du type rei® avec r réel strictement négatif n’est une forme
exponentielle d’aucun nombre complexe.

Application 11
- LT
- - . i=
Enoncé : Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = —-3e 3

T
I3 .
Solution : —3e 3 n’est pas une forme exponentielle d'un nombre complexe car -3 < 0.

. L. . . . i i(n+g) j4n
Mais on peut écrire: -1 = ei";d'oli: z = 3xei"xe 3 = 3e = 3e 3.

.4n
== .
3> 0, donc 3e 3 estune forme exponentielle de z.

Conclusion : |z| = 3 et arg(z) = 4?“ [27].

o Les propriétés 20 Propriétés 20
se déduisent
immédiatement

des propriétés 12 : iy : ’
6”9? d (1) rei®r’el®’ = py’ei(8+6), )

Pour tout réel r et tout réel v’ strictement positifs, pour tout réel 6 et tout réel 0
i0
Sl e sy
rele r gelt op!
(4) pour tout entier relatif n, (rei®)? = rreind,

) Nombres complexes et géométrie

Dans toute cette partie, on considére le plan complexe muni d’un repére ortho-

g > >
normeé direct (O ; u,v).

Applications immédiates

Propriétés 21

Soit A, B, C, D quatre points du plan complexe, d’affixes respectives z,, 2zp,
Zcs> 2ps telsque A#B et C2D.

(1) AB = |z5-2,] et (& ; AB) = arg(zy—2,) [27].

2y — < — —> 2y — <
(y S D el R Oy arg(—D——C) [27].
AB 2p—2a 2g— 2,
Demonstratlon

(1) D’aprés la propriété 5, zg —z, est!’ afflxe du vecteur AB
. Donc, d’apreés la propriété 10-(2) : AB = |z5 - 2,

k — —>

. Soit M le point du plan complexe tel que OM = AB.

! —>

Alors M a pour afflxe Zg— zA, donc: arg(zB—zA) — (D) ; OM) [2n].

LES NOMBRES COMPLEXES



e On utilise ici
successivement
deux propriétés
des angles orientés
de deux vecteurs
non nuls, vues en
classe de Premiere :
—larelation de
Chasles;

— pour tous vecteurs
7 etV non nuls,

(_V);Zl))

= —(7:7) [2n].

e Pour d’autres
exemples
d'application

des propriétés 21 :
VOIR EXERCICE
RESOLU 3

e La démonstration
de la propriété 22
estimmédiate.

et by o Sty
: Or:(u;OM) = (u;AB) [2r]. D'ou: (U ; AB) = arg(zg-z,) [2r].

H
(2) D’aprés la propriété 5, z, - z; est |'affixe du vecteur CD et zg -z, est I'affixe du
. vecteur AB; donc, d'aprés la propriété 10-(2) : CD = |zp-z¢| et AB = |z5-2,|.
CD _ |2p—2Zc| _

L. o
L Dou.AB |ZB—ZA|

Zp—2c

d’apres la propriété 12-(5).
Zg—2Zp

l — — S5 =
» Deplus: (AB;CD) = (AB; u)+(u ;CD) [2r]
S5 = S5 o=
—(u ; AB)+(u ; CD) [2m]
= —arg(zg-z,) + arg(zp - zc) [2n], d'aprés la propriété (1)

Zp -2,
. ZC) [2®], d'apres la propriété 18-(2).
—Zp

Application 12

Enoncé : Soit A, B, C trois points du plan complexe d’affixes respectives z,, zg, z., tels
que Az=B et AzC.
1) Démontrer que :

L Zc—2p .
a) A, B, C sont alignés 7 est réel.
B~ ZA

Zc—-2

b) ABC est un triangle rectangle en A < ZC zA est imaginaire pur.
B~ ZA
¢) A appartient a la médiatrice A de [BC] < BT 2Al - 1,
Zc-2p

2) Soit r un réel positif strictement et € le cercle de centre A et de rayon r.
Démontrer que le cercle € est I'ensemble des points M du plan complexe d’affixe ztelle
que z = z, + rei®, lorsque 0 décrit R.

Solution :
. 3 =3 —3
1) a) A, B, Csont alignés < (AB; AC) = 0 [nx]
Zc—2Zp i < —_
o arg( j = 0 [r], d'aprés la propriété 21-(2)
Zg—2Zp
Zo—2Zp

est réel, d'apres la propriété 16-(3).
ZB—2a
T

— —
b) ABC est un triangle rectangle en A < (AB ; AC) = 2 [r]

Zc—-2
& arg( C A) =T [r], d'aprés la propriété 21-(2)
25— 2Zp 2
Zc—-2
et A est imaginaire pur,
ZB—2Zp
d’apres la propriété 16-(4).
¢) Ac A AB = ACe DB = 1 |24 =1, drapras la propriéts 21-(2).
AC Zc—2a

2) Soit M un point du plan complexe et z son affixe.
MebesAM=re \z—zA| = r, d'apres la propriété 10-(1)
< il existe un réel 6 tel que z-z, = rei®, d’aprés le théoréme 6
< il existe un réel 6 tel que z = z, + ref®.

Propriéte 22
Soit A, B deux points du plan complexe, d’affixes respectives z,, 2z, et o, B
deux réels tels que .+ 3 # 0.
Le barycentre G des deux points pondérés (A, a) et (B, B) a pour affixe :

ozs + Pzp

TB'

2g =

CHAPITRE 6



® Rappels :

—Le milieu d’un seg-
ment [AB] est I'iso-
barycentre des
points A et B.

—Le centre de gra-
vité d’un triangle
ABC est I'isobary-
centre des points A,
B, C.

e La démonstration
de la propriété 23
estimmédiate.

e Larelation
Z' = z+2,
w
caractérise
la translation

-5
de vecteur W(ZW).

e La démonstration
de la propriété 24 est
immédiate.

e La relation
7 = k(z-o)+ o,
caractérise
I'homothétie
de centre Q(w) et
de rapport k.

) Remarques :

1) En particulier, A (z,) et B(zp) étant deux points du plan complexe, le milieu I du seg-
Zp+2p

2
2) On peut généraliser la propriété 22 au cas du barycentre de trois points pondérés :

ment [AB] a pour affixe z; =

Le barycentre G des points pondérés (A(z,), o), (B(zg), B) et (C(zc),Y), avec
oz + Bag + v3c
oa+PB+y ’
En particulier : A, B, C étant trois points non alignés du plan complexe, le centre de gra-
Zpt2gt2c
=

o+ P+y#0, apour affixe 55 =

vité G du triangle ABC a pour affixe z5 =

) Ecriture complexe d’une transformation du plan

Propriété 23
: : : -
Soit M et M’ deux points du plan complexe, d’affixes respectives z et 2/, et w
un vecteur du plan complexe, d’affixe Z.

: e :
M’ est 'image de M par la translation z0 si et seulementsi 2’ = 2+ 2.

Définition 13
L’expression 2’ = z + z_ est appelée ’écriture complexe de la translation

de vecteur d’affixe z.

Exemple

’

z’ = z+3+i est I'écriture complexe de la translation de

—> . .
vecteur w d’affixe 3 +i.

O<~L

Propriété 24
Soit M et M’ deux points du plan complexe, d’affixes respectives z et 2’y Q un
point du plan complexe, d’affixe m, et 2 un réel non nul.
M’ est 'image de M par ’homothétie de centre Q et de rapport & si et seulement
siz' - = k(z-).

Définition 14
L’expression 2’ = kR(z - ®) + ® est appelée I’écriture complexe de ’homo-
thétie de centre le point Q) d’affixe ® et de rapport k non nul.

Exemple

2z’ =-3(z-2-3i)+2+3i est l'écriture complexe de | i
I'homothétie de centre Q(2 + 3i) et de rapport —3. En effet : Q
2'=-3(2-2-30)+2+3i=2"-(2+3i) = -3[z-(2+30)]. /

=
i ¢ /'\T\
. \ o

=\
Y B
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La relation
Z=e% -0 +o
caractérise

la rotation de centre
Q(m) etd'angle 6.

e Pour un exemple
d'application des
propriétés 23a 25:
VOIR EXERCICE
RESOLU 4

Propriété 25
Soit M et M’ deux points du plan complexe, d’affixes respectives z et 2/, Q un
point d’affixe ® et 6 un réel.

M’ est ’image de M par la rotation de centre Q et d’angle 0 si et seulement si
-0 = el¥z-n).

,Demonstratlon e .

~ Avec les notations de la proprlete on deS|gne par rla rotatlon de centre Qetd’ angle 0.
MzQ etM =r(M)esMzQ, QOM’ = QM et (QM ; QM ) =0 [2r]

QM’

1]

M=Q 1et(@QM; QM) =0 [2
S M£Q, oM - et ( H ) = [27]
Sz, z,_‘nl =1 et arg(z;w) =0 [2x],
Z-o Z-0
: d’apres la propriété 21-(2)
—zeo, et 228 o g0
Z-o

Szzo, et 2/ -0 = ei%(z-).
Deplus: z’-0=0z-0 = 0.
Donc l'expression z’-m = ei®(z— ) est encore valable lorsque M = Q. Elle est
donc bien equwa!ente aM = r(M) pour tout pomt M du plan complexe

Définition 15
L’expression 2’ = ei®(z — @) + ® est appelée ’écriture complexe de la rota-
tion de centre le point Q d’affixe ® et d’angle 6.

Exemple

. T
I3 " v . W
2’ =e?2(z-2-1)+2+i est I’ecrlture complexe de la rota-

tion de centre Q(2 +i) etd’ angle =- En effet:

z’:eié(z—2—i)+2+i@z'f(2+i) =e z[z—(2+i)].

O (<I-

D Remarques :
1) L’identité du plan est la translation de vecteur 0 ou une homothétie de rapport 1 et de
centre £ quelconque ou une rotation de centre Q quelconque et d’angle nul.
Son écriture complexe est 2z = z, obtenue en prenant respectivement 7 = 8 , k=1,

0 = 0 dans I’écriture complexe respectivement d’une translation de vecteur s , d’une homo-
thétie de centre quelconque et de rapport k&, d’une rotation de centre quelconque et d’angle 6.
2) D’écriture complexe d’une homothétie de centre O et de rapport k non nul est 2 = kz.
Ainsi, multiplier un nombre complexe z par un réel k£ non nul signifie géométriquement
transformer le point M d’affixe z par ’homothétie de centre O et de rapport &.

3) L’écriture complexe d’une rotation de centre O et d’angle 0 est 2’ = eifz.

Ainsi, multiplier un nombre complexe z par un nombre complexe de module 1 et d’argu-
ment 0 signifie géométriquement transformer le point M d’affixe z par la rotation de centre
O et d’angle 6.

4) Multiplier un nombre complexe z; par un nombre complexe z, = rei® ou r est un réel
strictement positif et 6 un réel signifie géométriquement transformer le point M, d’affixe 2,
par la composée de ’homothétie de centre O et de rapport r et de la rotation de centre O
et d’angle 6 dans un ordre quelconque.
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i ces resolus

1 Déterminer une forme trigonométrique d’un nombre
complexe non nul

Déterminer, dans chaque cas, une forme trigonométrique du nombre complexe z.
©Q:z=-2-2i

(2 W4
O :
z

r(cos6 +isin®) ou ret 6 sont deux réels, avec r=0.

r(cos6—isin®) ou ret 6 sont deux réels, avec r> 0.

r(sin® +icos6) ou ret 6 sont deux réels, avec r> 0.

1 ]
} Pour déterminer une forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul, il est indispensable de
T T TN

él ZI §: 5:
ainsi que celles des angles associés (t — 6, t + 0, —8) et de g— 0 et g + 0. Pour les retrouver, on peut
toujours s’aider d’un cercle trigonométrique.

connaitre par coeur les valeurs trigonométriques remarquables (cosinus et sinus de 0, )

ﬁ Pour déterminer une forme trigonométrique d'un nombre complexe z non nul
donné sous sa forme algébrique :
- on détermine d’abord le module de z:

|z| = J/22+(-2)2 = /8 = 2./2; b Définition 8

- on factorise ensuite la forme algébrique de z par |z|:

2=2-2i = 2ﬁ(l-ii) - 2&(@ ﬁ)

s |_

N2 2 2
- on détermine enfin un argument de z en utilisant les valeurs remarquables : ,
0 est un argument de z < cos6 = g et sin® = —g 0= —:—; [2r]. .

Conclusion : Lécriture Zﬁ[cos(— g) + isin(— g)} est une forme trigonomé- |

trique du nombre complexe z = 2 - 2i.

@ D’aprés le cours, si r est un réel strictement positif, alors I'écriture » Théoréme 5
r(cos6 +isin®) est une forme trigonométrique du nombre complexe z, avec
|z| = r et arg(z) = 6 [2x].

- Si rest un réel strictement négatif, alors I’écriture r(cos0 +isin®) n’est pas
une forme trigonométrique du nombre complexe z.

Premiére méthode On utilise les angles associés.
On peut écrire : z = —r(-cos0-isin®) = —r[(-cosB) +i(-sin0)].

E
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Or: pour tout réel 6, cos(nt+06) = —cosO
et sin(m+6) = —sino. P . ©)
Donc: z = —-r[cos(m+0)+isin(t+6)] avec —r> 0. AR e \_\.\
On en déduit que -r[cos(m+0)+isin(r+0)] est H » Théoréme 5
une forme trigonométrique de z. | [N '
\t u/ :
Autrement dit: si r< 0, alors z = r(cos0+isin8) est (r + e)‘\' ----- . o .
le nombre complexe de module —ret dont 7+ 6 est un \\\ | :
argument. !
Deuxiéme méthode On utilise une propriété des modules et des arguments. i
On peut écrire: z = —r(-cos®—isin®) avec —r> 0. :
Donc: -z = —r(cos6 +isin®) avec —r> 0. :
B e m o mmmm W M MR W W R MM N e W RS E R RN MW OMOROR M WM WM WM MMM W e N SRR mNEEES MWW EHMEEmSRE ; ............ @00 ===
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EXercices res

On en déduit que -r(cos0 + isinB) est une forme trigonométrique de —z, donc
que: -r = |-z| et ® = arg(-2) [2x].

Or: |z| = |-z|
et arg(-z) = arg(2)+n [2n].
Donc: |z| = —r et arg(z) = 6 -= [2n] ou encore arg(z) = 6+ 1 [2x].

On en déduit qu‘une forme trigonométrique de zest :
Zz = -r[cos(6+m)+isin(6 +m)].

Conclusion :

- Si r>0, alors|'écriture r(cos6 + isin®) est une forme trigonométrique de z.
-Si r<0, alors |'écriture —r[cos(n +0) +isin(n +8)] est une forme trigono-
métrique de z = r(cos6 +ising).

@ Lécriture r(cos® —isin®) ou ret 6 sont deux réels, rétant strictement positif,
n‘est pas une forme trigonométrique du nombre complexe z car cos0 —isin®
n’est pas de la forme coso +isina.

Premiére méthode On utilise les angles associés.

On peut écrire: z = r[cos0 +i(-sinB)].
Or : pour tout réel 6, cos(-0) = cos9 SR TN
. . 2 N )]

et sin(-0) = —sin®.
Donc: z = r[cos(-0) +isin(-6)] avec r> 0. [ \
On en déduit que r{cos(-0)+isin(-0)] est une ( 0 3:”",‘
forme trigonométrique de z. A Y 5
Autrement dit : si r> 0, alors z = r(cos0-isinf) est N~ — -0
le nombre complexe de module r et dont -0 est un

argument.

Deuxiéme méthode On utilise une propriété des modules et des arguments.

On remarque que : Z = r(cos®-isin®) = r(cosO—ising).

Or: r = r car restréel

et cosB-isin® = cosO +isind.

Donc: z = r(cos8 +isin®) avec r> 0.

On en déduit que r(cos6 +isinB) est une forme trigonométrique de z, donc
que: r=|z| et ® = arg(z) [2x].

Or: |z| = |zZ]

et arg(z) = -arg(z) [2m].

Donc: |z| = r et arg(2) = -0 [2n].

On en déduit qu’une forme trigonométrique de zest : r[cos(-0) +isin(-0)].

Conclusion : Lécriture r[cos(-6) +isin(-0)], avec r> 0, est une forme tri-
gonométrique de z = r(cos6-ising).

@ L'écriture r(sin®+icosf) ou r et 6 sont deux réels, r étant strictement
positif, n‘est pas une forme trigonométrique du nombre complexe z car
sin® +icos® n’est pas de la forme cosa +isina.

On sait que deux angles complémentaires « échangent » -
leurs cosinus et leurs sinus. - (z - 9]
Or : pour tout réel 8, cos(’it —e) = sin® / ¥ ':*'7}\(9)

et sin(g—e) = cos®0.

Donc: z = r[cos(g—e)ﬂsin(g—eﬂ avec r> 0.

On en déduit que r[cos(g - 9) + isin(%t - 6)} est une forme trigonométrique
de z

| 4
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ices réesolus

Autrement dit: si r> 0, alors z = r(sin6+icosf) est le nombre complexe de

module r et dont g— 6 est un argument.

trigonométrique de z = r(sin0 +icos9).

- e e e

E Conclusion : Lécriture r[cos(%c - 9) + isin(%t - 6)}, avec r > 0 est une forme

TAr L)

2 Déterminer un lieu géométrique dans le plan complexe

Pour tout nombre complexe z#1, on pose: z’ = §+—:

€D Démontrer que : |z| = 1 & 2z’ imaginaire pur.

@ Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O ; 3 3).

Déduire de la question précédente le lieu géométrique des points M’ d’affixe z’
lorsque le point M d’affixe z décrit le cercle € de centre O et de rayon 1 privé du
point A d’affixe 1.

*
¥
3
'
'

0 On utilise la caractérisation d’un imaginaire pur par le conjugué.
’

z’ imaginairepur @z’ =-z" oz +2z = 0. » Propriété 8-(3)

On exprime z’ en fonction de z en utilisant les propriétés des conjugués.

Or:z = (z+_1) = H:1 = le » Propriétés 9-(4) et 8-(1)
z-1 z-1  z-1 :
Or: 1 =1 car1estréel. » Propriété 8-(2)
Donc: z’ = % et z’ est bien définicar: z#1 o z=1.
z- :
D'ou : "
z,+z—,=0®z+1+€+1=0®(Z+1)(z—1)+£z+1)(z—1)=0 "
z-1 z-1 (z-1)(z-1) .
2Z-z2+z-1+z2z-z2+2-1
=N - =0 ;
(z-1)(z-1) .
22z -2 - = :
—— — =0,carzz = zz :
(z-1)(z-1) :
2221 _ggz=1ol=1. » Propriété 11
(z-1)z-1)

’

Conclusion : z’ imaginaire pur < |z] = 1.

@ On détermine une caractérisation de I'affixe z d'un point M du cercle € privé
du point A, c’est-a-dire une condition nécessaire et suffisante sur z pour que M
appartienne au cercle € privé de A.

Soit M un point du plan complexe d’affixe z.

Me€ et MrtA=OM=1et MzAo|zl=1et z#1. » Propriété 10
Or, d’'aprés la question précédente: |z| = 1 et z# 1 < z’ imaginaire pur.
Or: z’ imaginaire pur < M’d’affixe z’ appartient a I'axe des ordonnées.

Conclusion : Lorsque le point M d’affixe z décrit le cercle € privé de A,
I'ensemble des points M’ d’affixe % est I'axe des ordonnées.
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Exercices et probléme‘s/gf?

74 Dans chacun des cas suivants, déterminer
I'ensemble des points M du plan complexe dont
I’affixe z vérifie la condition donnée.

1) |z-2| = 3. 2) |z+i] = 1.
3) |z-1] = |z+2il. 4) |24 = |12+ 4.
5) |z +i = J2. 6) |z-3i = |z+1].

7) |z+4i+iZ = 1. 8)1z-1+i| = 2.

75 A tout nombre complexe z, z# 2i, on associe le
z+1

z-2i

Déterminer, dans le plan complexe :

nombre complexe : Z =

1) I'ensemble €, des points M d’affixe ztels que Z est

imaginaire pur.

2) I'ensemble €, des points M d’affixe ztels que Z est

réel.

3) I'ensemble ¢, des points M d'affixe z tels que
T

arg(2) = 5 [2n].

76 Soit M un point du plan complexe d'affixe z, z# 4,
z = x+iy avec x et y réels, et M’ le point du plan

=y
1) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
z’ en fonction de x et y.

complexe d'affixe z” = , associé a M.

2) Déterminer, dans le plan complexe :

a) 'ensemble € des points M tels que le point M’
associé a M appartient a I'axe des réels.

b) I'ensemble & des points M tels que le point M’
associé a M appartient a I’axe des imaginaires purs.

77 QCM

Pour chaque question, indiquer la (les) réponse(s)
exacte(s). On justifiera la réponse.
Attention, il peut n’y avoir aucune réponse exacte.

1 Dans le plan complexe, I'ensemble des points M
d’affixe z = x+iy, avec x et y réels, vérifiant
|z— 1| = |z+1i| estla droite d’équation :

a)y=x-1. b)y = -x.

c)y=-x+1. d) y = x.

2 Soit A et B les points du plan complexe d'affixes
respectives i et J/3. Laffixe du point C tel que ABC est
un triangle équilatéral direct est :

a) —i. b) 2i. c) /3 +i.

3 Dans le plan complexe, I'ensemble des points M
d’affixe z = x+1iy, avec x et y réels, vérifiant la rela-
z+2
z-2i
a) la droite d'équation y = —x.

b) le cercle de centre I(1+1i) etde rayon R = ./2.
c) la droite d'équation y = x.

d) /3 +2i.

tion arg( ) = TEE [2n] est inclus dans :

d) le cercle de diamétre [AB], ou A et B sont les points
d’affixes respectives -2 et 2i.

Je m’entraine seul(e)

i Soit | et A les points du plan complexe
d’affixes respectives 1 et —2. On appelle K le milieu
du segment [IA] et € le cercle de diameétre [IA].

1) Faire une figure que I'on complétera au fur et a
mesure de |'exercice.

On prendra 2 cm pour unité graphique.

2) Soit B le point d'affixe b = 1*3;-
Ecrire b sous sa forme algébrique et démontrer
que le point B appartient au cercle €.

< 3 =y —>
3) Soit D le point de 6 tel que : (Kl ; KD) =
On note d I'affixe de D.

a) Quel est le module de d+ % ?

n
3 [2x].

Donner un argument de d+ %

gia

b) En déduire que : d = T

+

Pl=

Soit A, B, C, D, E les points du plan complexe
affixes respectives :

Zy=2; zzg=-1+i; 2zo=-i;

Zy= id3: 7 =-4431.3.

1) Faire une figure et placer les cing points.

Zc— 72

Zc-2p

b) En déduire la nature du triangle ABC.

3) Démontrer que les points A, D et E sont alignés.

2) a) Déterminer un argument de

Soit A, B, C, D les points du plan complexe
d’affixes respectives :

Zi=1 Zpe i zC:—ﬁ+2i;

zp = — J3-2i.

Démontrer que les quatre points appartiennent au
cercle de diamétre [CD].

Soit A, B, C les points du plan complexe
xes respectives :
Zy = 1+0; 2z =3+bi; 2z = 2+7i

1) Déterminer le barycentre G des points pondérés
(A, 1, (B, 1) et(C, 2).

2) Déterminer une équation de I'ensemble € des
points M du plan complexe tels que :

—s — - — s —
IMA + MB + 2md] = [MA + MB -2md] .

A tout nombre complexe z, z# 3, on associe
z+2i
z-3
Déterminer, dans chacun des cas suivants,
I'ensemble des points M du plan complexe

d’affixe ztels que Z vérifie la condition donnée.

le nombre complexe : Z =

1) Z est réel.
2) Z est imaginaire pur.
3) 12 =1.
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Soit A et B les points d'affixes BAC
respectives 1 et i dans le plan complexe.
A tout point M, distinct de A et d’affixe z, est asso-
cié le point M’ d'affixe Z = (1=D(Z=D,
1) a) Calculer I'affixe du point C’ associé au point C
d’affixe —i.
b) Placer les points A, B, C et C".
On prendra 4 cm pour unité graphique.
2) Soit z = x+iy ol x et y désignent deux réels.
a) Démontrer I'égalité :

7 = 1P ly—=1)2-1 B y2-1
(x- 11292 (X132 + 2

b) Déterminer I'ensemble € des points M d’affixe z
tels que Z est réel.

c) Déterminer I'ensemble & des points M d’affixe z
tels que Re(Z) est négatif ou nul.

3) a) Ecrire le nombre complexe 1—i sous forme
trigonométrique.

b) Soit M un point d’affixe z, distinct de A et de B.
(1-i)(z-1)
z-1
est un réel non nul si, et seulement si, il existe un

: T TS T
entier ktel que (MA ; MB) = i + km.

Démontrer que le nombre complexe

c) En déduire I'ensemble des points du plan
— —> n
complexe M tels que : (MA ; MB) = i [n].
d) Déterminer I'ensemble des points M du plan
— —> n
complexe tels que : (MA ; MB) = 7 [2m].

-
Soit A le point d'affixe i, B le point BAC

BAL
d’affixe —i et f la fonction définie sur C - {i} par:
1-iz
e = 7o
1) Vérifier que : pour tout z appartenanta C - {i},
L2
f(2) = -i+ =

2) a) Démontrer que -i n’a pas d'antécédent par f.
b) Déterminer les antécédents de 0 et de i par f.
3) A tout point M distinct de A, d’affixe z, on asso-
cie le point M’ d'affixe z’ telle que z’ = f(2).
a) Démontrer que :
pour tout point M distinct de A, AM x BM’ = 2.

b) Démontrer que lorsque M décrit le cercle € de
centre A et de rayon 4, M’ se déplace sur un cercle
%’ dont on précisera le centre et le rayon.
4) a) Déterminer I'ensemble ¢ des points M(z)
tels que z—i est un réel non nul.
b) Démontrer que lorsque M décrit €, M’ se
déplace sur une droite A que I'on précisera.
c¢) Lorsque M décrit ¢, M’ décrit-il toute la droite A ?
5) Déterminer I'ensemble des points M(2) tels que
f(z) estun imaginaire pur non nul.

» Corrigés page 447

LES NOMBRES COMPLEXES

............... Pour apppofgndip

85 Soit a, b, ¢ trois nombres complexes, deux a
deux distincts, tels que |a| = |b] = |c¢|, etA, B, C les
images respectives de a, b, ¢ dans le plan complexe.
On note H le point d’affixe a+ b+ c.

1) Onpose: w= bc-bc.

a) Démontrer que w est imaginaire pur.

b) En déduire que (b+c¢)(b -¢) et %: sont imagi-
naires purs.

2) a) Exprimer, en fonction de a, b, ¢, les affixes des
vecteurs m et a% et en déduire que (AH) est une
hauteur du triangle ABC.

b) Justifier que H est I'orthocentre du triangle ABC.
3) Faire une figure en prenant 4cm pour unité
graphique, avec:

a=./3+i; b=-1+iJ3; c=-/2-1J2.

86 Propriété de I'angle inscrit
Le but de cet exercice est de démontrer la propriété
de I'angle inscrit :
soit 6 un cercle de centre Q, A et B deux points de 4
distincts et M un point de % distinct de A et B ; alors :
— —> —3 3

2(MA ; MB) = (QA; QB) [2r] (1).
1) Démontrer qu’on peut choisir comme repére ortho-
normé direct du plan complexe un repére d'origine Q
dont I'unité de longueur est le rayon du cercle €.
2) On note a, b, z les affixes respectives des points A,
B, M dans le repére d’origine Q choisi dans la ques-
tion précédente.
Traduire I'égalité (1) en utilisant a, b, z.
3) Démontrer I'égalité (1).

87 1) Soit A, B, C trois points distincts du plan com-
plexe, d'affixes respectives a, b, c.

Démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante
pour que le triangle ABC soit rectangle en A s’écrit :

¢c-a c-a
2) Soit M un point du plan complexe et z son affixe.
On note M’ et M” les points d’affixes respectives z2 et z3.
a) Quelles conditions nécessaires et suffisantes doit
vérifier z pour que les points M, M’ et M” soient
distincts ?
b) Déterminer I'ensemble ¢ des points M du plan
complexe tels que le triangle MM’M” est rectangle en
M ou en M’ ou en M”.
c) Représenter graphiquement €.

88 Dans le plan orienté, on considére @
les points Q et A fixés et distincts, le cercle € de dia-
métre [QA], un point M variable appartenant au cer-
cle € et distinct des points Q et A, ainsi que les carrés
de sens direct MAPN et MKLQ.



