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. Le théorème I

est admis.

. 0n écrit
indifféremment
a+ib ou a+ bi.

r Larticle défini
« la » est justifié

puisque, d'après
l'énoncé (4)

du théorème l, il y a
unicité de l'écriture
z = a+ ib, donc
unicité de a et b.

o Attention, la partie

imaginaire
d'un nombre

complexe z, 9m(z)
est un réel.

o 0n retrouve ainsi
que: R c C.

p Généralités :

D Forme atgébrique d'un nombre complexe

Théorème I
Il existe un ensemble, noté C, d'éléments appelés nornbres complexes, tel que :

(1) C contient R,

(2) C est muni de detx opérations,l'addition (notée +) et la multiplication (notée x),
qui suivent les mêmes règles de calcul que l'addition et la multiplication dans R,

(3) C contient un élément noté i tel que : i2 = -1,
(4) tout nombre complexe a s'écrit de manière unique sous la forme z = a + ib
où a et ô sont deux réels.

Exemples

2 + 3i, -i,5 sont des nombres complexes.

Définitions I
Soit e = a * ibt àvec a et à réels, un nombre complexe.
. L'écriture a + ià est appelée la forme (ou l'écriture) algébrique de z
. Le réel a est appelé la partie réelle de a et on note a = 'Jl.e(z).
. Le réel à est appelé la partie imaginaire de z et on note b = §m(z),

Exemples

I t) Si, = 2 +3i, alors 2 +3i estlaformealgébrique de z,avec : qte(z) = 2et îm(z) = 3

I Zl Si z = -i, alors -i est la forme algébrique de z, avec : Îl.e(z) = 0 et "9m (z) = -1 .

| 3) Si z = 5, alors 5 est la forme algébrique de z, avec: $.e(z) = 5 et ÿm (z) = 0.

) nemuques.'Soit z un nombre complexe.

| - I-o.tqr. Tte(z) = 0r orl dit que a est funaginaire pur.

i -Lorsque .9m(a) = 0, z estréel.

I fout nombre réel a s'écrit de manière unique sous la forme a = a + 0i.

Théonème 2

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont Ia même partie
réelle et la même partie imaginaire.

En particulier, puisque 0 = 0 + 0i, pour tout nombre complexe a :

z=0<+9te(e)=9m(a)=0.

ffi Représentation géométrique d'un nombre complexe

Définitions 2
Le plan orienté est muni d'un repère orthonormé direct tO ; 7, 7).
. Soit a = a * ibt avec a et ô réels, un nombre complexe.
L'unique point M du plan dont les coordonnées cartésiennes dans le repère

(O ; ù ,7; .ort (a ; b) est appelé l'image de z et on note M(e).
. Soit M un point de coordonnées cartésiennes (a ; ô) dans le repère tO ; i , à l.
Le nombre complexe z = a + iô est appelé l'affixe du point M.

r Le théorème 2
résulte immédiate-

mentde l'unicité de la

forme algébrique

d'un nombre

complexe (énoncé (4)

du théorème 1 ).

volR actlvltÉ z

o Attention, le mot

aflixe est du genre

féminin (une affixe),
o Un point M étant
donné, on utilisera

la notation z, pour

désigner l'affixe de M.
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Soit M un point du plan orienté muni d'un repère orthonormé direct et z un nombre
complexe. On peut écrire :

M est l'image de z <+ z est l'afExe de M.
On peut ainsi « identifier » le plan orienté muni d'un repère orthonormé direct et
l'ensemble C des nombres complexes, ce qui justifie que l'on appelle plan complexe
le plan orienté muni d'un repère orthonormé direct dans lequel on représente les
nombres complexes.

) nemoryte.' Soit M le point d'affixe z = a. + ib, avec a et b
i réels, dans le plan complexe.

i -Si a = 0, alors z = bi donceestimaginâirepurretMa
i po.rr coordonnées (0; à) donc M appartient à l'axe des

i ordonnées que I'on appelle I'axe irnaginaire.
i -Si ô = 0, alors z = a doncaestréelretMapourcoor-
I données (a;0) donc M appartient à l'axe des abscisses que
j l'on appelle I'axe réel. +

u
a axe réel

b

axe rmagrnarre

--)

T

I

I

I

o Dans le plan

complexe, la
notation M(z)
signifieque:Mest
l'image de z ou z est
l'affixe de M ou M est
le point d'affixe
le nombre

complexe z

. Un vecteur il
du plan complexe

étant donné,

on utilisera la notation

z- pour désigner.

l'affixe du vecteur 7.

o Comme dans R, on

écril zz' au lieu de

zx z'lorsqu'il n'y a

pas d'ambiguité.

o La propriété I est
admise. 0n calcule
dans C comme dans

R mais en tenant
compte de i2 = l.

)
V

o

Définition 3
Soit â un vecteur du plan complexe, de coordonnées
(a; b).
Le nombre complexe z = e + ià est appelé l'affixe du-,
vecteur Lu.

b
+

o

z)

+
u a

)nenaryues, __-
i 1; Ainsi, dire que z est l'afÊxe du point M équivaut à dire que z est l'afÊxe du vecteur OM.
i 2) L'identification de C au plan complexe permet d'afÊrmer que l'on ne peut pas prolonger
: dans C la relation d'ordre < définie dans R.
i En effet, comparer deux nombres complexes reviendrait à comparer deux points (ou deux
i vecteurs) du plan, ce qui n'a pas de sens.

D Opérations dans C
i

îW' |D Addition etmultiplicaüon dans c
Définitions 4
Soita = a+ib elz' = a'+ib', avecc,)bre.'rb' réelsrdeuxnombrescomplexes.

(1) La somme de z et z' est le nombre complexe :

z+z'= (a+a')+i(b+b').
(2) Le produit de z et z' est le nombre complexe :

z x z' = (aa' - bb') + i(ab' + a' b).

) nemaque.'En particulier, le produit d'un nombre complexe z = a + ià, avec a et à réels,

i parunréelËestlenombrecomplexe kz = ka+ikb.

Pnopniété I

L'addition et la multiplication dans C suivent les mêmes règles de calcul que

l'addition et la multiplication dans R.

CHAPITRE 6
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. La démonstration
de la propriété 2 est
immédiate. z admet
un opposé dans C si,

et seulement si, il

existe un nombre

complexe z'tel que

z+ z' = 0.

Application I
Énoncé: Soit z = 2+3i el z' = 4+5i.
Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes z+ z' et zz'.
Solution:
. lre méthode: on applique les définitions 4.

Z*Z'= (2+4) +i(3+5) = 6+8i.
zz' = (2x4-3x5)+i(2x5+3x4) = (8-15)+i(10+12) = -7 +22i.
.2e méthode: on applique la propriété 1, en tenant compte de i2 = -1 .

z+z'= 2+3i+4+5i = (2+4)+(3+5)i = 6+8i.
zz' = (2+3i)(4+5i) = 2x4+2x5i+3ix4+3ix5i (on développe comme dans R)

= 8+ 10i +12i+15i2 = 8+ 10i +12i- 15 (on réduiten tenantcompte de i2 = -1 )

= (8-15)+i(10+12) (on regroupe les parties réelles et les parties imaginaires)
ce qui donne i zz' = -7 + 22i.

Propniété 2

Tout nombre complexe z = a + ib, avec a et ô réels, admet un opposé dans O,
le nombre complexe - a - ib, noté -2.

Définition 5

La différence de deux nombres complexes z et z'est le nombre complexe
z-z' = z+(-z').

) Retnatqaes :
1) On a, dans C, les mêmes identités remarquables que dans R :

pour tout nombre complexe 3 et tout nombre complexe ^z',

lz+z'12 = z2+222,+2,2; (:_ z, 12 = z2_222,+z':; lz+2,)\z_2,) = z2_2,2.
En particulier : pour tout réel a et tout réel à,

(a+ib)(a-ib) = a2 -çib1z = a2 -12b2 - a2 + b2.

2) Dans C, comme dans R, un produit de facteurs est nul si et seulement si l'un au moins
des facteurs est nul.

Énoncé : Déterminer la forme algébrique de (1 - 3i)2.
Solution :

o (1-3i)z =12-2x(1x3i)+(3i)2 (on utilise l'identité remarquable
(z- z')2 = z2-2zz' +Z'2 aVeC Z = 1 et Z' = 3il

= 1-6i +9i2 = 1-6i-9 (on réduitentenantcomptede i2 = -1 )

= (1 - 9) - 6i (on regroupe les parties réelles et les parties imaginaires)
ce quidonne: (1-3i)2 = -8-6i.

Énoncé: 1)Soit zun nombre complexe quelconque. Calculer (z-2i)(z+2i).
2) En déduire les solutions dans C de l'équati on z2 + 4 = 0.
Solution :

1l (z-2i)(z+2) - 2z-QD2 = z2-22i2 = z2+4.

2l z2+4 = 0<+(z-2i)(z+2i) = g ez-2i =0 ou z+2i = 0 (règleduproduitnul)
ez=2iouz=-2i.

Les solutions dans C de l'équation z2 + 4 = 0 sont les nombres complexes -2i el2i

Propriété 3

Tout nombre complexe z non nul âdmet un inverse unique dans C, noté l.
a

tES NOMBRES COMPLEXES
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P.ém"o"n"s.tnaliqn ".
Soit z = a + ib, avec a et b réels, un nombre complexe non nul.
On a démontré que : (a +ib)(a -ib) = a2 + b2.

D'après le théorème 2: z+0 e a+0 ou b* 0; ainsi : a2 + b2*0
On suppose donc que a+0 ou b+0.
Donc:. z admet un inverse

dans C si, et
seulementsi, ilexiste
un nombre complexe
z'tel que zz' = 1.

r 0n voit, dans

le paragraphe 3,

une méthode simple

pour déterminer
la forme algébrique
de l'inverse
d'un nombre

complexe non nul.

c OM(z)S(z+ 1)M'(1)
est
un parallélogramme.

(a +ib)(a - ib) = a2 + b2 e

.. t a b<=(a+to).--1-''\a2+b2 
a2+b2)= r,

ce qui signifie que le nombre complexe a+ib admet un inverse dans C, Ie nombre
a b a .( b \

COmPleXe Z = ---;------- rr I

a.+o.'a2+b2 a2+b2 "( a2+b2)
Si un nombre complexe (comme un nombre réel) non nul admet un inverse, alors cet
inverse est unique. En effet, on suppose que zadmet un autre inverse 2".
Alors: ZZ' = 1 et zz" = 1= zz'-zz" = 0+ z(z'-2") = 0= z' = z" (car z*0\.

Définition 6
Soit z et z'deux nombres complexes, z'non nul.

Le quotien t de z par z'est Ie nombre complexe 1 = , * !,
À4

2.2 Interprétation géométrique de la somme et de la différence

de deux nombres complexes dans le plan complexe

Le plan est muni d'un repère orthonormé direct Q ; ù , à ) .

Propriété 4
Soit e, z' deux nombres complexes et M, M' les deux points du plan complexe

d'affrxes respectives z, z/.

Soit S un point du plan complexe. ___+ ______) __,
Le point S a pour affixe z + z' si et seulement si OS = OM + OM'.

Dém.onst,n-aliqn .

Soit z = a+ib et z' = a'+ib', aveca,b,a', b'réels.
Alors z+ z' = (â+ a')+i(b+ b').
Donc, S étant un point du plan complexe :

S a pour affixe z+ z' eS a pour coordonnées
(a+a'; b+b')
--_>

<+ OS a pour coordonnées
(a+ a' ; b+ b')

oôB = (a+a)ù+(b+b'li
oô3 = aù+oi+a'ù+b'i
oô3 = ôü*ôM".

1

a'z+b'?

11 r(a+ib)(a-ib) = 1<+(a+ibll-;: -(a-ib)l = 1

ta'+ D' l

M'(e')

S(z + z')

M(zi
+

o

) nenaryue: Soit a un nombre complexe, et M, M' les points du plan complexe d'afÊxes

: respeCtlves Z, -2. _____, _____) ____, )
i Oapouraffixe z+(-z) = 0;donc,d'aprèslapropriété4: OM+OM'= OO = 0, ce

I qui prouve que M'(-a) est le symétrique de M(z) par rapport à O.

CHAPITRE 6
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Soit z = a+ib et z' = a'+ib', avec a, b, a', b'réels,
Alors z' - z = (a' - a) +i(b' - b).

Or (a' - a i b' - b) est le couple de coordonnées cartésiennes

du vecteur MM'. 
----_--+

Donc z'- z est l'affixe du vecteur MM7. i

Pnopriété 5
Soit a, a'deux nombres complexes, et M, M'les deux points du plan complexe
d'affixes respectives zr z'. 

________)

La différence z' - z est l'affrxe du vecteur MM'.

P.ém"o"qs"treÊiqq ".

o +
u

) Rematque: Soit a, a' deux nombres complexes, et M, M' les points du plan complexe

d'affrxes respectives z, z'. On note D Ie point du plan complexe d'affixe .e'- z.

D a pour affixe z'-, o ôB a pour affrxe z' - z-----, -------)
<+ OD = MM' d'après la propriété 4

<+ OMM'D est un parallélogramme.

Applieation 4
Énoncé :SoitA, B, C lestrois points du plan complexe d'affixes respectives 3-i, 2 +2i,
- 1 + i. Déterminer l'affixe zp du point D tel que ABCD est un parallélogramme.

Solution : ABCD est un parallélogramme o nl = ô?.
D'après la propriété 4 :
---)
AB apourallixe2+2i-(3-i) = -1+3i;
-)DC a pour affixe - 1 +i - zo.

Donc:
ABCD est un parallélogramme <+- 1 +3i = - 1 +i- zs

ëZD=-1+i-(-1+3i)
ez, - -2i.

M(e)

Brh+Dir---

A(f, - il)

o 0n dit aussi plus

simplement que z

est le conjugué de z.

o
3.1

Nombres complexes coniugués

Définition et interprétation géométrique

Définition 7

On appelle nornbre complexe conjugué d'un nombre complexe z = a+ib,
où a et ô sont deux réels, le nombre complexe a - ib.

Onnote: z = q+i6 = a-ib.

Exemples

1 +i = 1-i; Z = O+2i = 0-2i = -2i; e = S+Oi = 3-0i = 3.

) Remaryue.' Soit z = a + ib, avec d et à réels, un nombre complexe.

z = a-iô, doncâ = o-i6 = a+ib = z.

Le conjugué dezest â etle conjugué de â esta: onditquezet a sontdeuxnornbres
cornplexes coniugués.

238 LES NOMBRES COMPLEXES
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e La propriété 6

constitue l'interpré-
tation géométrique

de z et Z qui sont
deux nombres
complexes
conjugués.

Pnopriété 6
Soit a un nombre complexe.
Les points M et M'du plan complexe d'afûxes respectives z et t sont symétriques
par rapport à l'axe des abscisses.

Demonstration

Soit z = a+ib, avec a et b réels, un nombre complexe.
Dire que M a pour affixe z équivaut à dire que M a pour
coordonnées cartésiennes ça ; b) et dire que M' a pour
affixe 2 équivaut à dire que M'a pour coordonnées carté-
siennes (a;-b).
Ainsi, M et M' ont la même abscisse et des ordonnées
opposées, donc M et M' sont symétriques par rappoft à

l'axe des abscisses.

M(z)

M',{2)

b

a
+
uo

-b

ffi Propriétés

) nemuqte.' I-a propriété 7 donne une méttrode simple pour déterminer la forme algébrique

i de l'inverse d'un nombre complexe z = a + iâ non nul, avec a et â réels. En effet :
!l"lzLa-iblab

:i=c2lb'e-=-<=-= -!-.z - a2+b2- z - az+b2- z - a2+b2'a2+b2
j C.U permet donc aussi de déterminer la forme algébrique du quotient ] ç^rr" z' * O) de

i d"r* nombres complexes.

Propniété 7

Pourtout nombre complexe z = e.+iô, avec a et b réels, zz = a2+b2, donc
zà est un réel positif.

P"ém*o-rtsl.naficn . .

Soit z = a+ib, avec aet b réels, un nombre complexe.
zZ = (a+ib)(a-ib1 = 2z-(b1z - a2-i2b2 - a2+ b2.

Pourtout réel aettout réel b, a2+ b2 est un réel positif, donc zZ est un réel positif.

Application

Énoncé : Résoudre dans C l'équation du premier degré : (3 + Si)z = 1 -2i.
Solution:

3+5i*0, donc: (3+Si)z =1-2io, = #,.
lJéquation a une solution unique, dont on détermine la forme algébrique en multipliant
le numérateur et le dénominateur par le conjugué 3 - 5i du dénominateur :

1-2i _(1-2i)(3-5i) _ 3-5i-6i+10i2 _ 3-5i-Oi-10 _-7-11i = _ 7 _11i.
3 + 5i (3 + 5i)(3 - 5i) 32 +52 9 + 25 34 34 34"
Conclusion:
La solution dans C de l'équation (3 + Si)z = 1 -2i est le nombre com 7 11 'plexe - Tq- 3at.

Pnopniétés I
Pour tout nombre complexe z :

(1) e+E = 29le(z) et z-E = 2i9m(z).
(2) a est réel si et seulement si z = z.
(3) e est imaginaire pur si et seulement si E = - z

CHAPITRE 6
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@ DémenstnaËiqn

Soit z = a+ ib, avec a et b réels, un nombre complexe.
(11 z+2 = a+ib+ a-ib = 2a = 29te(z).
z-2 = a+ib-(a-ib) = â+ib- a+ib = 2ib = 2i§m(z).
On en déduit que :

l2l z = 2az-2 = 0c+2i9m(z) = 0<+z estréel.
l3l z = -2ez+2 = 0a29l.e(z) = 0erz estimaginairepur.

Pnopniétés 9
Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z' :

(l)z+/=z+7. Q)ri=87.
(3) si etO, alors fl) = 1 (4) si a'+0, alors (2,\ = 1- \rl - \z I z,
(5) si z+ 0, pour tout entier relatif n, 2,, = 2,,.

.Dém.o.nstralic4. 
"

: (5) On démontre d'abord facilement par récurrence sur n que :

. pour tout nombre complexe z non nul et tout entier naturel n, 7 = 2n
r Soit z un nombre complexe non nul et n un entier relatif strictement négatif.
Alors n = -m avec rn entier naturel.

4

Donc:zn = z - =l:- I = I d'aprèslapropriété(3).
\zm ) zm

' Or:7 = 2m carme N. Donc: 7 = + = z-m = Zn.

. o Conclusion : pour tout nombre complexe z non nul et tout entier relatif n, 7 = 2n

g, Résolution dans C d'une équation
du second degré à coefficients réels
Résoudre dans C l'équation az2 + bz+ c = 0, oit a, brc sont trois réels avec 4 non
nul, c'est déterminer tous les nombres complexes z tels que az2 + bz * c = 0.
I-e réel L, = b2 - 4ac est le discriminant de l'équation az2 + bz + c = O.

Théonème 3
Soit a, ô, c trois réels avec a non nul, et Â = b2 - 4ac le discriminant de l'équation
azz+bz*c = 0.

- Si 
^ 

) 0, alors l'équation az2 + bz* c = 0 admet,dans Crdeuxsolutionsréelles
distinctes :

-o-"ft -b+"1Â
"r= 2o et--2- 

"-SiA = 0, alorsl'équation az2+bztc = O admet,dansCrunesolutionréelle:
bzo=-2a

-Si 
^(0, 

alors l'équation az2+bz*c = O admet, dans C, deux solutions
complexes conjuguées :

-b-i"l-+ -b+i"l-n''- 2o 
wL 42- 

2, 
'

o Les énoncés (1 ),
(2), (3) et (4)

se déduisent
des formes
algébriques
de la somme,

du produit,

du quotient de deux

nombres complexes.
o0npose fl = 1

elfl = zo.
o Pour des exemples
d'application des
propriétésBet9:
votR ExERclcEs
RÉsolus z er s
{fi$§ffi§§flFr*r

e Dans C, l'équation
az2+bz+c = 0,

avec a, b, c réels,

a * 0, admet
toujours deux solu-
tions (distinctes ou

c onfond u es).

Les solutions dans C
de l'équation
azz+bz+c=0
sont aussi appelées
les racines
de l'expression
azz+bz+c.
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@ P.éF.o.qqtnafiqn . , .

a, b, c étanl trois réels avec a * 0 : pour tout nombre complexe z,

az2 + bz+" = ,(r, *9, c\ f( b t2 bz ' 4acf
t u*à)=alf+Til-4æ.iæ)
fl b\2 b2-4act ft b\2 

^r= ul\'*zr) ---TF-)= ul(*2") - 4æI
Donc,dansC, l'équation az2 + bz+ c = 0 estéquivalente à l'équation ?.!u)'-f,=o

(,. *,)' - (*)' = o <+ l?. ?.)- *]('. L*) - *) =,
o ,[d, ^ -.. - o__^[n = oëz+2a*2"= u ou z+2a-2a-"

- o- ft - b*,[d,ëz= -: ou z=--2,
On a bien obtenu deux solutions réelles distinctes.

-Si 
^=0,alors:az2+bz+c=o<+(r*!-)' = oo r*!=o b

f zu) = u<+'* 2'=vc=>z=-2a
On a bien obtenu une solution réelle.

-Si A < 0, alors -^ > 0. donc Â = -d:»2 = -1 x t.,[-t)2 = i2 x6l4)2 = 6[af
D'où :

az2+bz+c=0e(r*ht'1i^l-1,12 - ft b\ i"/-1]-r b\ i"f,lr
\ 2a) -li; ) = u <+ ll'* 2')* -;2' ]-['* 2") Ë )= u

b iJ-^ b__i[-t _ nez+2a* zu =uouz+2a 2a

*, = - or{n o.) z=- o*r{u

on pose , ,, = --!j!-^. Ators : 2., = -ï!j:!:A = zr.

On a bien obtenu deux solutions complexes conjuguées.

. 0n procède comme

dans R, en utilisant
des identités

remarquables et

Ia règle du produit nul,

oLorsqueÂ>0,
les solutions dans C
de l'équation
az2+bz+c=0,
avec a+0, sont
les solutions dans R
de cette équation.

r Une équation
incomplète est une

équation de la forme
az2+bz = 0 avec

ab+O ou

azz+c=0avec
ac + 0. Dans les

deuxcas,À+0.

-Si ^>0, 
alors:

az2+bz+ c = 0<+

Application ô

Énoncé: Résoudre dans C l'équation z2 + z+ 1 = 0.

Solution : On calcule lediscriminantde l'équation : À = 12-4x 1 x1 = -3.
A < 0, donc, d'après le théorème 3, l'équation admet dans C deux solutions complexes
conjuguées :

-1 -i"h 1 + i./3 .. 1 ."le 1 ."[szt = - Zi er 22 - r " 1 , c esl-a-olre i Zt - - r- tZ eI 22 - - r* t 2 '

) Remanque.' I-orsqu'on doit résoudre dans C une équation du second degré « incomplète », on
peut conclure directement sans utiliser le théorème 3, en se souvenant qu'il y a toujours deux
solutions distinctes.

Applieation 7

Énoncé: Résoudre dans C les équations suivantes:

11 2zz-z = 0.

21 422+3 = 0.

Solution:

11 2zz-z=Oëz(22-1)=0<+ z = O ou z =1.2

21 422 +3 = 0 <+ (22)2 -3i2 = 0 e (22)2 - (,f,q' = 0 ê (27-i,E)ez+ i"/3; = g

ëz = i:r3 '^fS
îouz--tî

re iT
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Ett

. Pour tout nombre

complexe z, z esT

un réel positif.

o La notion de

module dans C
prolonge la notion

de valeur absolue

dans R,

o La propriété 10

constitue l'interpré-
tation géométrique,

dans le plan

complexe,
de la notion

de module d'un nom-

bre complexe.
Pour des exemples
d'application de

cette interprétation
géométrique :

VOIR EXERCICE
RÉsoLU 2

. La propriété 1 1 est

une conséquence
immédiate

de la propriété 7 et

de la définition 8.

P Module d'un nombre complexe

D Définition et interprétation géométrique

w tz)

Définition I
Soit e = a + ib avec a et à réels, un nombre complexe.

On appelle rnodule de z le réel noté lzl défini par : lel = Jû + ü.

)Remanqte l Lorsque a est réel, alors il existe un réel a tel eue z = a + 0 x i
Donc: lel = a2+02 = ,ul ,:a2 = lal
On lit : « le module de z est égal à la valeur absolue de a ».

Ainsi, lorsque z est réel, le module de a est la valeur absolue de a (puisque z = a). C'est
cette égalité entre module et valeur absolue obtenue pour les réels en tant que nombres
complexes particuliers qui justifie que l'on utilise la même notation pour les deux notions.

Exemples

l3+2il = l-zz+zz = .l'-lg; l3- 2tl = 4@;eÿ = J13;1211 = a6\zz = z;
lil = Jo\1, = 1; l5l = §; l-tl = 3.

Pnopriété I0
Soit z un nombre complexe.
Dans le plan complexe muni d'un repère orthonormé direct (O ; i , à ) :

(1) soit M le point d'affrxe a I alors : OM = la I ;

(2) soit â ,r, u".,.ur d'afiûxe a ; alors llâll = t"t.
. Pémp-ns.t-ratiqn

; (1) Soit z = a + ib, avec a et b réels, un nombre complexe
I et M son image dans le plan complexe.

eest l'affixe de M, donc M a pour coordonnées cartésiennes
le couple (a; b) dans le repère orthonormé f O ; 3, il.
Donc: g1\A = aæ+b,.
D'où: |zl = OM.
(2) La démonstration est analogue à la précédente.

zl

lzl

5,2 Propriétés des modules

Pnopniété I I
Pour tout complexe z, lzl2 = zE ou lzl = Jzz .

Pnopniétés l2
Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe e'
(1) lzl - 0<+ z = O. (2) lzl = lzl = l-rl = l-rl (3) lzz'l = lzllz'l

b M(z)

+

+
i

@

(4)sie+0,

Dém,qqstnaliqn. . .

Soit z et / deux nombres complexes.
(1) lzl = 0elzlz =0e22 =0e z = 0 ou 2 =0ç z = 0

l:l 
= à (5) si a' .o'l1l = #

..tOO.

LES NOMBRES COMPLEXES

C

a

(6) si e * 0, pour tout entier relatif n, lz"l = lzl".

242



. 0n peut aussi

démontrer la pro-
priété {6) en deux

étapes, comme pour

la propriété 9-(5).

o 0n justifie ainsi
géométriquement

la propriété 12-(2),

qui signifie que

les points M, M1, M2,

M, sont cocycliques.
Mais on obtient
un résultat plus

« précis » puisque

l'on démontre que

MM,MrM, est
un rectangle.

. La propriété 13 est
connue sous le nom

d'inégalité triangu-
laire.

(2) D'après la propriété 11 :

lzl2 = zz; l7l2 = Zi; l-zl2 = (-z)(-).
Or:2 = z, donctl7l2 - 2z = zZ = lzl2.
D'autre part'. -z = t:1)Z (propriété 9-(2)) ;or: -1 € R, donc --T = -t.
D'où: -z = (-1)Z = -2;donc: l-zl2 = (-z)(-Z) - zZ - lzlz.
Ainsi: 1zl2 = l7l2 = l-212, et comme lzl, lZl et l-zl sont des réels positifs, on en
déduit que: lzl = l7l = l-zl.
lzl =lzl+l-zl = l-l; or l-zl = l-Zli donc l-zl = l-21.
On a donc bien: lzl = l2l = i-zl = l-Zl.
(31 lzz'12 = (zz')(27) (propriété 11)

= (zz')(27; (propriété 9-(2))

= z2z'7 = lzl2lz'lz (propriété 11).

= çlzllz,l)2
Or lzz'l et lzllz'l sont des réels positifs, donc : lzz'l = lzllz'1.
(4) La démonstration est analogue à celle du (3).
(5) Cette propriété se déduit immédiatement des propriétés (3) et (4).

(6) Si z+ 0, pour tout entier relatif n :

lz,lz -- 2,7 lpropriété 11)

= znZn (propriété 9-(5))

- (22)n = (à2)'=lA2n = lÀ\2.
Or lz"l et lzl' sont des réels positifs, donc: lz,l = lzln.

) n -*qrr": Soit z un nombre complexe, z + 0, et M l'image de a dans le plan complexe
Alors, d'après la propriété 6, f image M, de â est le symé-
trique de M par rapport à l'axe tO ; il.
De plus, on a !,u que l'image M, de -z est le sl,nnétrique de

M par rapport à O, donc aussi que l'image M, de - à est le

symérique de M, par rapport à O.

On en déduit que O est le milieu de [MMr] et de [M1M3J,
avec OM - OM1, donc: MM2 = M1M3, etOestle
milieu de [MM2l et de [M,M3].
Ainsi, le quadrilatère MM1M2M3 a ses deux diagonales de
même longueur et qui se coupent en leur milieu, donc
MM1M2M3 est un rectangle.

Pnopniété l3
Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z')

lz+z'l<lel +le'1.

DémonEtnation

Soit zet z' deux nombres complexes.
On appelle M, M'et S les images respectives de z, z' eL

z + z' dans le plan complexe. Alors, d'après la
propriété 10: OM = lzl, OM' = lz'l et g$ = lz+ z'1.

Dans le triangle OMS, on a : OS < OM + MS.

or : ô3 = ôil * ôM", pur. définition de l'addition

S(z + z')

M(r)
' dans C,. ---) ----) ------,

et: OS = OM + OM'<+ OMSM' est un parallélogramme

, oôMt'= M3.
. Donc: MS = OM, = lz,l.
I D'où : lz+ z'l<lzl+lz'1.

Ms(-2) (zl

Mr(-z)

+

Mr(z)

)
u

CHAPITBE 6
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gt Formes trigonométriques
d'un nombre complexe non nul

ffi Arguments d'un nombr''e complexe non nul

Définition 9
Soit z un nombre complexe non nul et M le point
d'affixe z dans le plan complexe.
On appelle argurnent de z, et on note arg(z),une mesure

en radian de I'angle orienté de vecteurs t7 ; ôilf .

M(z)

+

o

arg(z)

) Retnatques :
1) 0 est le seul nombre complexe qui n'a pas d'argument.
2) Tout nornbre cornplexe z non nul adrnet une infinité d'argurnents : si e est un
argument de a, alors pour tout entier relatif Ë, 0 + 2kn est un argument de ^2.

Onécrit : arg(z) = 0 l2n).

Exemples

SoitA, B, C, D les points du plan complexe d'affixes respec-

tives !, -4,3i,-2i.

«?;ôÂl =o î2nt;donc "*(i) =o [2n).

r? ; ôÊl = n l2n); donc arg(-4) = x [2n].

<? ; ôêl =! tz"t;donc ars(3i) =! tz"l.

«? ; ôBl = ! V"t; donc ars(- zil = ! rza.

c(3i)
1l

,

B(-4)

lt

3n
2

u

D(-2i)

a( 3
2

6,2 Définition d'une forme trigonométrique d'un nombre
complexe non nul

Pnopniété l4
Soit a un nombre complexe non nul de forme algébrique a+ib, avec a et b

réels, et 0 un argument de z.
Alors: a=leicosO etb= lzlsinO.

9éF"o"nqtnetiqn " " .
Soit M le point du plan d'affixe z.

Par définition, tout couple (r; o) où r = OM et a = ti ; ôMl [2n] est un couple de

coordonnées polaires de M par rapport au pôle O et à l'axe polaire tO ; 71.
Or, par définition du module et d'un argument d'un nombre complexe non nul :

oM = lzl et o = trJ ; ôüi tzrt.
Donc (lzl ; 0) est un couple de coordonnées polaires de M.
On en déduit, d'aOrès un résultat vu enclasse de Première, que :

gfi = 1zl1cos0d + sin0ÿ) = (lzlcos0)? + (lzlsine)ÿ.

OrMapouraffixe z= a+i b, doncpardéfinition,ôü = aù+Ai.
D'où. d'après l'unicité du couple des coordonnées cartésiennes d'un point dans un
repère: a =lzlcosO et b=lzlsinO.

LES NOMBRES COMPLEXES

rn FI
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o Le théorème 4

se déduit immédiate-
ment de la

propriété 14.

o Tout nombre

complexe non nul

admet une inlinité
de lormes trigono-
métriques.

o Déterminer une

forme trigonométri-
que d'un nombre

complexe z non nul

équivaut à détermi-
ner Ie module et un

argumentde z, ce qui

équivaut aussi

à déterminer un cou-
ple de coordonnées
polaires du point M

d'affixe z

o Un nombre

complexe non nul

admet une infinité
de formes trigono-
métriques, mais

une forme trigono-

Théorème 4
Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire sous la forme :

, = lrl(cosO + isin0) où 0 est un argument de e

Définition I O

Soit a un nombre complexe non nul.
IJne écriture de e sous la forme z = lzl(cos0 + isin0) où 0 est un argument de z
est appelée une forrne trigonométrique de a.

) Renarque: Soit a un nombre complexe non nul et M le point du plan complexe d'affixe a.

zs'écritdefaçonuniquesouslaforme a+iô avecdetàréels. a+ib estlaforme algébri-
que de z et (a i ô) est le couple de coordonnées cartésiennes de M.
Si une forme trigonométrique de z est lzl (cosO + isinO), alors (lal ; 0) est un coupie de

coordonnées polaires de M et toute écriture du type a Icos(0 + 2kn) + isin(0 + 2kn)), où
Ë est un entier relatif, est aussi une forme trigonométrique de a donc tout couple
(lzl ; e + 2kn), où À est un entier relatif, est un couple de coordonnées polaires de M.

Application I
Énoncé : Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z de module ,Æ et dont

. .2n
un argument est T 2n 2r\

cos f + isin fJ est une forme trigonométrique de z,

Donc: z= ,f,s(- ;. f) = +.i+
Conclusion: La forme algébrique du nombre complexe de module Æ et dont un argu-

2n "[s ."|-"tsmentestT est-î*r-T.

Théonème 5
Soit a un nombre complexe non nul.
Si z s'écrit sous la forme z = r(cose+isin0) où r est un réel stricternent
positif et 0 un réel, alors : lrl = , et 0 = atg(z) l2xl.

métriquedéfinitunet DémOnStnationunseulnombre .""'
complexe non nul. z = r(cos0 + isin0); donc : lzl = 1r1lcos0 + isin0l (propriété 12-(3)).

Or: lcos0 + isin0l = cosæ+s'11æ = J1 =l
Donc: lzl = lrl = f câr r) 0.
Soitcr un argument de z; on peut donc écrire : z = r(cosü+ isino).
On a donc : z = r(cose+isin0) = r(costx+isinu),
ce qui donne : cosO + isin0 = cosü, + isinq,, car r+ 0.

Onendéduit,d'aprèslethéorème2,que: cos0 = coscx et sin0 = sina, doncque
0 = a l2n), ce qui prouve que 0 est un argument de z.

r Pour la détermina-
tion d'une forme tri-
gonométrique de

-e(..s[+isinT)
et d'autres exemples
de ce type :

VOIR EXERCICE
RÉSOLU 1

E

) Remæque.'On a ainsi démontré que toute écriture du type r(cos0 + isinO) où rest un réel

i strictement positif et 0 un réel est une forme trigonométrique du nombre complexe de module

r et dont 0 est un Ergument. Par exemple, l'écriture ^Æ(.o. | + isin 
J ) 

*, "". forme trigo-
ij nométrique du nombre complexe de module Jl etdont | ... rrr argument.

Mais I'écriture -3(.o, 
t n\

, i + i sin i J 
n'est une forme trigonométrique d'aucun nombre complexe.

J5l

,[sz
Solution : Par définition, z =

^2n12nUr: cosT = -, et sln3 -

CHAPITRE 6
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. Deux nombres

complexes sous
forme algébrique
sont égaux si, et
seulement si, ils ont
la même partie réelle
et la même partie
imaginaire.
o Deux nombres
complexes non nuls

sont égaux si, et
seulement si, ils ont
le même module et
le même argument
modulo 2n.

o0nadonc:
l3'lzréelez=0
ouarg(z)=0 [n]
(4') z imaginaire pur
<+z = 0 Ou

ars1zl = | û)

. Pour démontrer les

énoncés (2), {3} et{4),
on utilise respective-
ment les trois pro-
priétés suivantes des
angles orientés de

deux vecteurs non
nuls, vues en classe
de Première :

- pour tout vecteur

7 ettoutvecteur ?
non nuls,

J)(u )-v)
= tù ;ùl +n [2n).
- pour tout vecteur

ù ettoutvecteur 7
non nuls, i et ?
sont colinéaires
si et seulement si

\ü;v'1 =g 1n1.

- pour tout vecteur

i ettoutvecteur i
non nuls, 7 et ?
sont orthogonaux
si et seulement si

rù ;ùy -- | 7n1.

Propniété l5
Soit a et z' deux nombres complexes non nuls.

z = z'alzl =lz'l et arg(z) = arg(z,) l2trl
Démonstn4tion

: Soit zet z' deux nombres complexes non nuls.
i -ll estimmédiatquesi z = z', alo(s lzl = lz,l et arg(z) = arg(2,) [2n).i - Réciproquement, on suppose que lzl - lz,l et arg(21 = arSè) Vnl.
. Soit 0 un argument de z et 0' un argument de 2,.
I Alors on peut écrire : 7 = lzl(cos0 + isin0) eT z, = lz,l(coso, + isin0,).
'. Or : lzl = lz't,
I et 0 = 0' l2xl, donc: cosO = cosO' et sin0 = sinO,.
; Onendéduitque: lzl(cos0+isin0) = lz,l(cos0,+isin0,), c,est-à-dire Z = Z,

6.3 Propriétés des arguments

Propriétés l6
Pour tout nombre complexe.z non nul :

(1) arg(à) = -arg(z) l2ït1.
(2) arg(-z) = arg(z)+n l2îtl.
(3) eestréel <+ arg(z) = 0 [r].
(4) e est imaginaire pur (+ arg(e) = T, W.

MzÇz) Mr(7)

_ DémonEtnation 
.

Soitzunnombrecomplexenonnul, z = a+ ib avecaetbréelsnonsimultanémentnuls.
On note M, M., et M, les images respectives de z, Z et _z dans le plan complexe muni
du repère @ ; ù,7). Atorc ,

ats\zt = ri;ôil t i2nl, arg(zt = ri; ôrv]) [2n] et ary(-z) = (i; OM]r t2nl.
(1) D'après la propriété 6, M et M., sont symétriques par rapport à l,axe des abscisses ;

donc: 17; OfVfir = -f ?; Oül IZn:, c'esr-à-dire ars(z) = -arsa) [2n1.
(2) Dans le plan complexe muni du repère e ; ù,il :

M a pour aftixe z, Oonc: ôü = aù + bi ;

M, a pour affixe - z, Oonc : OMI = - aù - Ai .

Donc:tÛ ;OMù = rÛ ;-Otvit tZnl

= f i; ôül +n [2n], c'est-à-dire: arg(-z) = arg(z)+n [2n].
(3) z réel et z+0 <+ M appartient à l'axe des abscisses et M * O

<+ i et ôü cotinéaires et ôü r d
_,i ----, -----) +
-rrl i OM) = 0 [n] et OM*O
<+ arg(z) = 0 [æ] et z*0.

(4) zimaginaire pur et z*O <+M appartientà l,axe des ordonnéeset M*O
o 3 

"t 
ôü orthosonaux et ôü*d

<+(?; ôüt = I rnt

ît-êarg(z)=;ln).

M(z)

arg(-z)
il t rl,g

arS(,4)

@
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TE

. La propriété l7 est
la propriété

Iondamentale des

alguments.

@

o 0n retrouve ici la

propriété 1 2-(3).

Propniété I7
Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z' îoî nuls :

atg(zz') = atg(z) + atg(z') [2n].

Démo4stnation
" Soit zet z' deux nombres complexes non nuls

On peut écrire :

7 = lel(cos0 + isin0) où 0 est un argument de z,

el z' = lz'l(cosO'+ isin0') où 0' est un argument de z'.
Alors : zz' = lzllz'l(cos0 + isin0)(cos0'+ isin0').
Or:
(cos0 + isin0)(cos0'+ isin0') = cosecos0'+ icos0sin0'+ isin0cos0'+ i2sin0sin0'

= (cos0cos0'- sinOsin0') + i(cos0sin0'+ sin0cos0')
= cos(0 + 0') + isin(0 + 0') d'après les formules

d'addition
Donc : 72' = lzllz'l(cos(0+0') + isin(0+0')).
lzllz'l> 0, donc d'après le théorème 5: lzz'l = lzllz'l eï. arg(zz') = 0 + 0' [2æ],
c'est-à-dire : arg(zz') = arg(z) + arg(z') [2n).

vornAcrlvrrÉ2 )Remaryue.'On peut ainsi donner une interprétation
géométrique, dans le plan complexe, du produit de deux
nombres complexes z et z' non nuls.
Soit M, M' et P les images respectives de z, z' et zz'
dans le plan complexe.
zz'l = lzllz'l <+ OP = OM x OM'

atg(zz') = arg(z)+ atg(z') [2n)
+ 

- 
à 

-
ç)(u ; OP) = 1zr ; OM) +tü ;OM'I l2tt).

P(zz')

M(z)

rr'
0+0'

o J
u

@

Pnopriétés I8
Pour tout nombre complexe z et tout nombre complexe z' non nuls

(r) ,'*(1) = -ars(z) t2n).

/o\
(2) *cli)= ars(z\- ars(z') I2nl'

(3) pour tout entier relatif n, arg(zn) = narg(z) l2lEl.

Dénonstratiqn
Soit zet z' deux nombres complexes non nuls.

) = arsfzl..*(1r) [2r] d'après la propriété 17

et arg(1) = 0 |2nl car 1 = 1(cosQ+isin6).

Donc: ars(z)+.tn(1r) = 0 Qnl, cequidonne,rrn(1r) = -ars(zt [2n)

filzx!=l

(,"

z

Or : arg

arg

1zx-
z(

1

7
1

7

P1Z,=zx

)

Donc
(z\

uts[.,.,J

= ars(z) . *n()) [2æ], d'après la propriété 17

= arg(z) - arg(z') [2r] , d'après la propriété (1).

= arg(z) - arg(z') l2nl.
aaa
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(3) On démontre d'abord facilement par récurrence sur n que:
pour tout nombre complexe z non nul et tout entier naturel n,
arg(zn) = narg(z) [2n).

- Soit z un nombre complexe non nul et n un entier relatif strictement négatif.
Alors : n = - m avec mentier naturel.

Donc: zn = z-m = 1

zm

On en déduitque: arg(zn) = -arg(zm) [2n], d'après la propriété (1).

Or: arg(zm) - marg(z) l2n), car me N.
Donc: arg(zn) = -marg(z) ï2n1,
c'est-à-dire : arg(zn) = narye) [2n).

- Conclusion:
Pourtoutnombrecomplexeznonnul ettoutentierrelatif , arg(zn) = narg(z) l2nl

Applieation I
Énoncé : Déterminer une forme trigonométrique Oe fr.
Solution:
- On commence par déterminer une forme trigonométrique de 1 + i

11 +il = J1\ÿ = J2.

Donc 1 +i = [2[ 1* 1 t ^' '12 "12' rqt^^^tr '-'- tr \
, J2 

ttr)= lz\Z*' z )= JZlcos4+rsrn4 
J

- On utilise les propriétés des modules et des arguments.

1+il = Jz;oonc,) - 1 = 1=f 
lpropriété12-(4».1*'l - 1+r i- 2

arg(1 + ù = I l2n) ; donc : arg = -f, tz"t (propriété 18-(1)).

est une forme trigonométrique O" *
. "l2t r n\Lonctuston : ï | 

cos[-4 
.J 

+ rsrn

11)
\t +iJ

/ r\lt_tt +ll

Énoncé : Déterminer une forme

Solution : On pose i z = 1 +i et

- On commence par déterminer

trisonométrique de «r . il($).
,'= ef = *.1,.
une forme trigonométrique de z el de z'

"l2r r 7r \z = ilcos 4+ tstn 
4)

(voir l'application 1)

+)'.G)'=Æ;* = Æ
1

2

Ir,h 1.r 11 7r n\
= ,lT * r,) = 2["or o 

+ rsrn 
6J

Donc: z'

lz'l =

- On utilise les propriétés des modules et des arguments.

lzz'l = lzllz'l = +"; = { brorriété 12-(3))

et arg(zz') = arg(z) + arg(z') [2æ] (propriété 17!.

donc: arg(zr'> = f,*LU e"l

= 
sn r24.-12'

Conclusion, f1"." ff + isin #) "" une forme trigonométrique de tr + i)(
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o eo selit:
« exponentielle
i thêta ».

o Les propriétés 1 9

se déduisent immé-

diatement
des propriétés I 2,

17 et lB.

o Le théorème 6 est
une conséquence
immédiate
du théorème 4

et de la définition 1 1

VOIR EXERCICE
RÉsoLU 5
,û****€"1é*ëêe§.

Z Forme exponentielle d'un nombre
, complexe non nul

On a démontré (propriété 17) que : pour tout réel 0 et tout réel 0',
(cos0 + isin0)(cos0'+ isin0') = cos(0 + 0') + isin(0 + 0').

Ainsi, en posant : pour tout réel 0, ,/(e) = cos0 + isinO,
on a : /(0) x"f(0') = /(e + 0') pour tout réel 0 et tout réel 0'.
Or, on a vu que la relation fonctionnelle : pour tout réel ,c et tout réel y,
f (x + y) = f (x) xf U) caractérise les fonctions exponentielles x ,, ek,.
C'est ce qui justifie l'introduction de la notation exponentielle.

Définition I I
Pour tout réel 0, on pose : cos0 + isin0 = eie

Autrement dit : on note eio le nombre complexe de module 1 et dont 0 est un
argument.

Exemples

e2in = cos(2n)+isin(2n) = 1

ein = cosfi+isinn = -1 .

.I
It..tt

e'= COS;*lSll1 ; = t.tz
i; i3n, r3nr

r; r2nt r2nte " = cos[J,J*'t,n[T,] 4tr= -r+t 2

tr\
2li

e
2fr

i
e

Alezi^;A'1ein;

)TI

e

(C (B

B (

(2\ \ = s-io.
e'o

(3) #, - ei(o-o')

Propniétés l9
Pour tout réel 0 et tout réel 0' :

(1) siosie' - ei(o+o').

(4) pour tout entier relatif n, (eie)" = sing.

Théorème 6
Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire sous la forme

, = lrleio où 0 est un argument de z.

Définition l2
Soit e un nombre complexe non nu[.
lJne écriture de e sous la forme , = lr1eio où 0 est un argument de a est appelée
une forrne exponentielle de z.

)nemaque.'Ijintérêt des formes exponentielles est qu'elles permettent de simplifier les

! calculs puisque, on l'a l'u dans le chapitre 3 et on le voit ici avec les propriétés 19, on
I calcule avec cette notation exponentielle comme avec les puissances.

2

10 J
u
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u
. Le théorème 7 se

déduit immédiate-
ment du théorème 5

et de la définition 1 1

r Les propriétés 20

se déduisent
immédiatement
des propriétés 12

et 19.

Théonème 7

Soit e un nombre complexe non nul.
Si e s'écrit sous la forme reio où r est un réel strictement positif et 0 un réel,

alors : lrl =, et 0 = atg(z) [2n].

j Autrement dit : toute écriture du type reio où r est un réel strictement positif et 0
: un réel est une forme exponentielle du nombre complexe de module r et dont e

: eat rrn argument.

)nemeque.'IJne écriture du type reio avec r réel strictement négatif n'est une forme
I exponentielle d'aucun nombre complexe.

Application I I

Énoncé : Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = -3e'
iI

Solution : -3e'3 n'est pas une forme exponentielle d'un nombre complexe car
n .( r) .4r

Maison peutécrirei-1 = sin;d'où: z = 3xsinxsiâ - 3e'[n*5J = 3"'Ë.
.4n

3 > 0, donc 3e'T est une forme exponentielle de z.

Conclusion: lzl=3 etarg(z)=!e"1.

fr
a

-3<0

@

Propniétés 2O

Pour tout réel r et tout réel r' strictement positifs, pour tout réel 0 et tout réel 0':

(l) reior'eio'= 1.1.'sit0+0't. (2) # = 1.,.. (3) # - !"i'e e',.

(4) pour tout entier relatif n, (reig)" = vnçing.

D Nombres complexes et géométrie
Dans toute cette partie, on considère le plan complexe muni d'un repère ortho-

normé direct (O ; i,à).

ffi Apptications immédiates

Propniétés 2l
Soit A, B, C, D quatre points du plan complexe, d'affixes respectives z6t zst
zçt zyl> telsqueA+B etC*D.
(1) AB = lr"-aol et f7; ÀÊl = ars(zB -zo) l2nl.

(2) ç3 = 1"."-:'l .,,ÀÊ; ôBr = aæ(=) rznr.' rc,IJ lae-ual \zs-zn/

. Démo.nqtnation

. (t) O'apres la propriété 5, za-zA est l'affixe du vecteur ffi.

. Donc, d'après la propriété 10-(21 i {$ = lzr - zal.

Soit M le point du plan complexe tel que ôü = ffi.
Alors M a pour aflixe zr-24; doncl. arg(z1-zat = lÜ ;OMl [2r]

LES NOMBRES COMPLEXES
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aaa----

o 0n utilise ici
suc c essivement
deux propriétés

des angles orientés
de deux vecteurs
non nuls, vues en

classe de Première:

- la relation de

Chasles ;

- pour tous vecteurs))u et y non nuls,))lv; u)
A§

= -lu : û) [2n).

o Pour d'autres
exemples
d'a ppli c ation

des propriétés 21 :

VOIR EXERCICE
RÉSOLU 3

j*t5*ffi'§

o La démonstration
de la propriété 22

est immédiate.

or: (?;ôü; = t3;ell t2æ1. D'où:«û;ell = ars(zB -z) l2nl.
(2) D'apreslapropriété5,2o-zc estl'affixeduvecteurCô etzs-zA estl'affixedu
vecteur AB; donc, d'après la propriété 10-{2); CD = lzo-z.l et 48 = lzr-zal.

o,où : fi! =ffi =l#ld,après ra propriété 12-(5).

De ptus: (ÀÊ ; ôBt = tÀÊ ; 3) + td ; dl rzrt

=-(r;ÀÊr*tû;dt tzrt
- - arg(zr-za) + arg(zr- zr) l2nl, d'après la propriété (1)

= *n(#) ea' d'après la propriété 18-(2)'

Application t 2

Énoncé : Soit A, B, C trois points du plan complexe d'affixes respectives Za, Zs, 2.. tels
queA*B etA*C.
1) Démontrer que : 

z^ _ z 
^a) A, B, C sont alignés <+ " ^ est réel.Zs- Zl 

z^ - z^
b) ABC est un triangle rectangle en A <+ --rr_ 

^ 
est imaginaire pur.

c)A appartient à la médiatrice 
^ 

de tBCl ol"-'ol = 'l

l'r-'ol
2) Soit r un réel positif strictement et (€ le cercle de centre A et de rayon r.
Démontrer que le cercle (€ est l'ensemble des points M du plan complexe d'affixe ztelle
que z = zo+ reiÈ, lorsque 0 décrit R.

Solution :

1) a) A, B, C sont alignés e fAl ; At) = O trl
(Ze - Zr\

"\zB- zA)

z^ z"
* 

-rr_ 
r^ est réel. d'après la propriété 16-(3)'

b)ABC est un triangle rectangle en A <+ rn-È ; ATI = | t"l

* ",s(#) =i *,,d'après ta propriété 21-(2)

o"-'o est imaqinaire our
zB- zA --'

d'après la propriété 16-(4).

c) Ae a<+AB = RC-& = 1 alz'-zp,l -<+ Àë = , - lffi] = 1, d'après la propriété 21-(2).

2) Soit M un point du plan complexe et zson affixe.
M e € c+AM = r<+lz- zol = r, d'après la propriété 10-(1)

<+ il existe un réel 0tel que Z-24 = rei0, d'après lethéorème 6
<+ il existe un réel 0tel que Z = Za* rêiq.

Pnopniété 22

Soit A, B deux points du plan complexe, d'affixes respectives 2,'5 zss et o(, P

deux réels tels que o( + B I 0.
Le barycentre G des deux points pondérés (A, cr) et (8, P) a pour affrxe :

O(zA + p.zB
zG= ([+B

CHAPITRE 6
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. Bappels:

- Le milieu d'un seg-

ment [AB] est l'iso-
barycentre des
points A et B.

- Le centre de gra-

vité d'un triangle
ABC est l'isobary-
centre des points A,

B, C.

r La démonstration
de la propriété 23

est immédiate.

o La relation

W

caractérise
la translation

de vecteur il(z-)
Exemple

o La démonstration

de la propriété 24 est
immédiate.

) Retnarques :

1) En particulier, A (ao) 
", 

B (:"), 
ïrnt 

deux points du plan complexe, le rnilieu I du seg-

ment JABI a pour alfixe :,
2) On peut généraliser ia propriété 22 au cas du barycentre de trois points pondérés :

Le barycentre G des points pondérés (A(:6), o), (B(e6), B) et (C(:.), y), avec
ru- r R-

ü+0+ y*0, apouraffixe r,- = 
G"o+P:u+Y'c.

- ü+p+y
En particulier :4, B, C étant trois points non alignés du plan complexe, le centre de gra-

vité G du triangle ABC a pour affixe "o = 'o t tB + 
"c.

3

8.2 Écriture complexe d'une transformation du plan

Pnopriété 23

Soit M et M' deux points du plan complexe, d'affixes respectives z et z', et ù
un vecteur du plan complexe, d'affixe s-.
M'est l'image de M par la translation 7 si et seulement si s' = z * z:.

Définition l3
L'expression z' = z*z: est appelée l'écriture cornplexe de la translation
de vecteur d'affixe a-.

z'= z+3+i est l'écriture complexe de la translation de

vecteur il d'affixe 3+i.

Propniété 24
Soit M et M' deux points du plan complexe, d'affixes respectives z et a', Ç) un
point du plan complexe, d'affixe o, et & un réel non nul.
M' est l'image de M par l'homothétie de centre Q et de rapport À si et seulement
si e'- cD = À(s - o).

Définition I4
L'expressioî z' = k(z - a) + o est appelée l'écriture complexe de l'horno-
thétie de centre le point Ç) d'affixe o et de rapport fr non nul.

Exemple
z' = -3(z-2 - 3i) + 2 + 3i est l'écriture complexe de
l'homothétie de centre A(2 + 3i) et de rapport -3. En effet :

z' = -3(z-2-3i)+ 2+3i e z' -(2 +3i) = -31r-(2 +3i)1.

V

o +
u

. La relation
z' = k(z a)+a,
caractérise
l'homothétie

de centre O(0) et

de rapport k
M(z)

o
J

+
V

2
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E
Pnopniété 25

Soit M et M' deux points du plan complexe, d'affixes respectives z et a', O un
point d'affixe o et 0 un réel.
M' est l'image de M par la rotation de centre O et d'angle 0 si et seulement si

z,_o) = eie(e_ro).

.Pém.o.qqtnaÉiqq.. "

Avec les notations de la propriété, on désigne par rla rotation de centre Q et d'angle 0

M*Q etM'= r(M)<+M+er, QM'= e)M ettOil;OnA"l = e Znl
eM+o, # = 1et«ofi;orvr"l =o t2nl

êz*a. lr,_^l = 1 et rrofr'_r) = e'lz-al "\z-ol

La relation
z'= ei8(z - o) + or

caractérise
la rotation de centre
Ç)(0r) et d'angle 0.

l2n),

d'après la propriété 21-(2)
. z'-ae z*@, et' - - erê

Z- (JJ

e z*@, et z'- 1,1 = gielz-ro).
De plus'. z'-a=0ez- ro = 0.
Donc l'expression z'-û) = si017-o:) est encore valable lorsque M = Q.
donc bien équivalente à M' = r(M) pour tout point M du plan complexe.

Elle est

Définition l5
L'expression ,' = si07s - o) + ol est appelée l'écriture cornplexe de la rota-
tion de centre le point C) d'affixe co et d'angle 0.

o Pour un exemple

d'application des
propriétés 23 à 25 :

VOIR EXERCICE
RÉSOLU 4

Exemple
.r

z' = e 2\z-2-i1+2+ i est l'écriture complexe de la rota-

tion de centre AQ+il et d'angle {. En effet:
2

.tr .fr

z' - e'2\z-2-i1+2+i<+ z' (2+i1 = .'2lr-(2 + i)1.

M'(z')
It
, M(z)

1)
o 2

) Renaques : ,j 1) L identité du plan est la translation de vecteur 0 ou une homothétie de rapport I et de

ï ..rrtr. O quelconque ou une rotation de centre Ç) quelconque et d'angle Tl. ,
Son écriture complexe est .z' = a, obtenue en prenant respectivement ü = 0, Ë = 1,

i

j , = O dans l'écriture complexe respectivement d'une translation de vecteur i, d'une homo-

i thétie de centre quelconque et de rapport ft, d'une rotation de centre quelconque et d'angle 0.
j 2) L écriture complexe d'une homothétie de centre O et de rapport È non nul est z' = kz.
i Ainsi, multiplier un nombre complexe e par un réel À non nul signifie géométriquement

I transformer le point M d'affixe a par l'homothétie de centre O et de rapport Ë.

i l) fecriture complexe d'une rotation de centre O et d'angle 0 est z' = e i0â.

j Ainsi, multiplier un nombre complexe â par un nombre complexe de module I et d'argu-

| *.rrt 0 signifie géométriquement transformer le point M d'afÊxe z parlarotation de centre

i O et d'angle 0.

i +; nf"ttiptier un nombre complexe z1 par un nombre complexe 22 = rei9 où r est un réel
j strictement positif et 0 un réel signifre géométriquement transformer le point M, d'affixe e,

i par la composée de l'homothétie de centre O et de rapport r et de la rotation de centre O
I et d'angle 0 dans un ordre quelconque.
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I Déterminer une forme trigonométrique d'un nombre
complexe non nul

ffi,Ë:i"' Déterminer, dans chaque cas, une forme trigonométrique du nombre complexe z.

z = 2-2i.
z = r(cose+ isin0) où ret 0 sont deux réels, avec r+0.
z = r(cosO- isin0) où ret 0 sont deux réels, avec r> 0.

z = r(sin0 + icos0) où ret 0 sont deux réels, avec r> 0.

) eorr déterminer une forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul, il est indispensable de

connaître par cæur les valeurs trigonométriques remarquables (cosinus et sinus ae O, f;, i, i, i, A

ainsi que celles des angles associés ln - 0, n + 0, -0) et de ! - e et !+ 0. Pour les retrouver, on peut
toujours s'aider d'un cercle trigonométrique.

$ eow déterminer une forme trigonométrique d'un nombre complexe z non nul
donné sous sa forme algébrique :

- on détermine d'abord le module de z:

lzl=^lÿ4-2y=Ja=zJL;
- on factorise ensuite la forme algébrique de z par lzl:

z = 2 _ 2t = rl2(lr_ ti) = r rt(* _,+),

- on détermine enfin un argument de z en utilisant les valeurs remarquables :

0estunargument dez ecoso = f ", 
r,n, = -+ee=-f; lznl.

t, û;}ir,i::::: ri:: l

Gonclusion z lécriture 2J2

trique du nombre complexe z = -2i

D'après le cours, si r est un réel strictement positif, alors l'écriture
r(cos0 + isin0) est une forme trigonométrique du nombre complexe z, avec
lzl=r etarg(z)=g l2nl.
-Si restunréel strictementnégatif,alorsl'écriturer(cos0+isin0) n'estpas
une forme trigonométrique du nombre complexe z.

Première méthode Grr utilise ies angles ass*cies.
On peutécrire : z = -r(-cos0-isin0) = r[(-cos0)+i(-sin0)1.
Or : pour tout réel 0, cos(n + 0) = - çssg

et sin(n+0) = -sin0.
Donc : z = -rIcos(n+0)+ isin(r+0)] avec -r> 0.
On en déduit que -rIcos(n + 0) + isin(æ + e)] est
une forme trigonométrique de z.

Autrement dit : si r < 0, alors z = r( cos0 + isin0) est
le nombre complexe de module -ret dont n + 0 est un
argument.

(n+0)

Deuxième méthode On utilise une propriété des modules et des arguments.
On peut écrire : z = -r(-cosO- isin0) avec -r> 0.
Donc : -z = -r(cose+ isin0) avec -r> 0.

cost â).'r,"(-â)] "rt 
,n" forme trisonomé-(

2

(0)

> Théorème 5

> Théorème 5
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Exe r c i c e

On en déduit que -r(cos0 + isin0) est une forme trigonométrique de -2, donc
que : r = l-zl et 0 = arg(-z) 12x1.
Or: zl = l*zl
et arg(-z) = arg(z)+n l2nl.
Donc: lzl = -r et arg(z) = 0-n l2n)ou encore arg(z) = Q+n l2nl.
On en déduit qu'une forme trigonométrique de z est :

z = -rlcos(e + n) + isin(0 +n)1.

Gonclusion :

- Si r > 0, alors l'écriture r(cos0 + i sin 0) est une forme trigonométrique de z.

- Si r< 0, alors l'écriture -rIcos(n + 0) + isin(n + e)] est une forme trigono-
métrique de z = r(cos0 + isin0).

llécriture r( cos0 - isin 0) où ret 0 sont deux réels, rétant strictement positif.
n'est pas une forme trigonométrique du nombre complexe z car cos0 - isin0
n'est pas de la forme cosc + isincx.

On utilise les angles associés.
On peut écrire : z = rlcose+ i(-sin0)1.
Or: pour tout réel 0, cos(-o) = coso

et sin(-0) = -sin0.
Donc: z = rlcos(-0) + isin(-0)l avec r> 0.
On en déduit que r[cos(-0) + isin(-0)] est une
forme trigonométrique de z.

Autrementdit:si r>0, alors z = r(cos0-isin0) est
le nombre complexe de module ret dont -0 est un
argument.

On utilise une propriété des modules et des arguments.

On remarque que: Z = r(cosO isin0) = r(cosO-isin0)
Or: r=rcarrestréel
et cosO-isinO = cosO+isin0.
Donc: 2 = r(cosO+isin0) avec r> 0.

On en déduit que r(cose + isin0) est une forme trigonométrique de 2, donc
que: r = lzl et 0 = arg(Z) 12n1.

Or: lzl = l2)

et arg(Z) = -arg(z) l2nl.
Donc: lz1 = r et arg(z) = -g l2nl.
On en déduit qu'une forme trigonométrique de zest : rIcos(-0) + isin(-0)].

Gonclusion : [écriture rIcos(-0) + isin(-0)], avec r> 0, est une forme tri-
gonométriquede z = r(cose-isin0).

[écriture r(sin0 + icos0) où r et 0 sont deux réels, r étant strictement
positif, n'est pas une forme trigonométrique du nombre complexe z car
sin0 + icos0 n'est pas de la forme coscr + isincr.

On sait que deux angles complémentaires « échangent »
leurs cosinus et leurs sinus.

(0)

> Théorème 5

I' Propriéré 12-(2)

I' Propriété 16-(21

> Théorème 4

I Théorème 5

i Propriété 9-(2)

I Propriété 8-(2)

tréfimitiart 7

i' Propriété 12-{21

I' Propriété 16-(1)

I' Théorème 4

(-0)

(0)

(; -,)

Or : pour tout réel 0, 
""r(â - o) = sino

et 
',"(â - 

e) = cose.

Donc : z ='[""'(â-e). i'i"(]-e)] avec r> o

I r-EtïEfl:riïEfiïÉfi i?îr:

on en déduit or" .["or(â - ,) . isin(; - r)] "" une forme trisonométrique
de z.
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Autrement dit: si r>0, alors z = r(sin0+icos0) est le nombre complexe de

module r et dont ! - e est un argument.

Gonelusion : [écriture r[*.(â - e) * i.i" (rl - e)], ur"" r > 0 est une forme

trigonométrique de z = r(sine + icos0).

2 Déterminer un lieu géométrique dans le plan complexe

Eilffiffi Pour tout nombre complexe z + 1 , on pose : ,' = '* 1- .

z-1
$ Démontrer que : lzl = 1 a z' imaginaire pur.

Q) Le plan complexe est muni du repère orthonormé direct «O ; i, 71.
Déduire de la question précédente le lieu géométrique des points M'd'affixe z'
lorsque le point M d'affixe zdécrit le cercle% de centre O et de rayon 1 privé du
point A d'affixe 1.

0 On utilise la caractérisation d'un imaginaire pur par Ie conjugué.

z' imaginaire pur <+ 7 = -z'e z'+7 = O.

On exprime 7 en fonction de 2 en utilisant les propriétés des coniugués.

I Propriété &{3}

7 z+1 z+1 z+1
( )z-1 z-1 z -1

i Propriétés 9-(41 et g-(tl
:

!' Propriété s-{2)

> Propriété 11

L Propriété 10

Or:1= 1 carl estréel
, L1

Donc:7 ='-:-' , et z-' est bien défini car'.2 +1 c+ z+1z1
D'où :

z'+7=Oe z+1 + z+1 z-1
(z-1 )(z -1)

z2-z+i-1+22-i+z-1
=0

z+1
z-1 *1*1 =oo

z -1
=0

(z-1)(z -1)
222 -2€,_=u,catzz=zz

(z-1)(z -1)
)t >z 1 \: ''1_'=": =0o22=1a Z =1(z-1)(z -11

Gonclusion : z' imaginaire pur <+ lzl = 1

€) On détermine une caractérisation de l'affixe z d'un point M du cercle ( privé
du point A, c'est-à-dire une condition nécessaire et suffisante sur z pour que M
appartienne au cercle % privé de A.
Soit M un point du plan complexe d'affixe z.

Me % et M*A<+OM = 1 et M*A<+lzl =1 el z*1.
Or, d'après la question précédente : lzl = 1 et z*1<+z' imaginaire pur.

Or: z' imaginaire pur <+ M'd'affixe z' appartient à l'axe des ordonnées.

Gonclusion : Lorsque le point M d'affixe z décrit le cercle (6 privé de A, 
:

l'ensemble des points M' d'affixe '* .rrl'axe des ordonnées. :
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74 Dans chacun des cas suivants. déterminer
l'ensemble des points M du plan complexe dont
l'affixe zvérifie la condition donnée.

1l\z-21 = 3. 2l z+i = 1.

3l z-1 = z+2iJ. 41 4 = Z+À.

sllz+il=aQ. 6) lz-3i =z+11.
7l z+Ai+iz = 1. 8) 2 -1 +i = 2.

75 À tout nombre complexe z, z+2i, on associe le

nombre complexe, z ='* ),'z-2i
Déterminer, dans le plan comPlexe :

1) l'ensemble é, des points M d'affixe ztels que Z est

imaginaire pur.

2) l'ensemble €, des points M d'affixe ztels que Z est

réel.

3) l'ensemble -é,. des points M d'affixe z tels que
f

arQlL) = , lzttl.

76 Soit M un point du plan complexe d'affixe z, z * 4,

z = x+ iy avec x et y réels, et M'le point du plan

complexe d'affixe ,' ='f-l , associé à M.z-4'
1) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de

z' en fonction de x et Y.

2) Déterminer, dans le plan complexe :

a) l'ensemble -é des points M tels que le point M'
associé à M appartient à l'axe des réels.

b) l'ensemble S des points IV tels que le point M'
associé à M appartient à l'axe des imaginaires purs.

77 QCM
Pour chaque question, indiquer la (les) réponse(s)

exacte(s). On justifiera la réponse.

Attention, il peut n'y avoir aucune réponse exacte'

I Dans le plan complexe, l'ensemble des points M

d'affixe z = x+iy, avec x et y réels, vérifiant

z-1 = lz+ il est la droite d'équation :

aly=x-1. blY=-x.
cly=-x+1. dlY=x.

2 Soit A et B les points du plan complexe d'affixes

respectives i et 13. Laffixe du point Ctel queABC est

un triangle équilatéral direct est :

a)-i. b)2i. c) Æ+i. d) "13+2i.

3 Dans le plan complexe, l'ensemble des points M

d'affixe z = x+iy, avec x et y réels, vérifiant la rela-
. tz+2 t lT .^tion arel.:-:* ) = ) lArl est inclus dans :

a) la droite d'équation Y = -x.
b) le cercle de centre l(1 + i) et de rayon R = J2.

c) la droite d'équation Y = .t1.

d) le cercle de diamètre IAB], où A et B sont les points

d'affixes respectives -2 el 2i.

Exerciceset

Je m'entnaîne seul(e)

§ffi soi, I et A les points du plan complexe
d'affixes respectives 1 et-2. On appelle K le milieu
du segment ÛAl et (€ le cercle de diamètre [lA].
1) Faire une figure que l'on complétera au fur et à

mesure de l'exercice.
On prendra 2 cm pour unité graphique.

2lSoit B le point d'affixe O = #,
Écrire b sous sa forme algébrique et démontrer
que le point B appartient au cercle (€.

3) Soit D le point de € tel que : 1fi ; rBl = [ tz"l.
On note d I'affixe de D.

a) Ouel est le module ae a+f,t

Donner un argument ae a+|.

b) En déduire que : d = i.!f

ffi soia e, B, c, D, E les points du plan complexe

d'affixes respectives :

zn=2i ze=-1+i; zc=-ii
zo = iJii zE = -a+3iJ3.
1) Faire une figure et placer les cinq points.

2) a) Déterminer un argum 
"n1 

6" '::3P'zc- za

b) En déduire la nature du triangle ABC.

3) Démontrer que les points A, D et E sont alignés'

80 Soit A, B, C, D les points du plan complexe

d'affixes respectives :

ze= i; zs= -ii zc= -JZ+Zi;
Zo = - *E-Zi.
Démontrer que les quatre points appartiennent au

cercle de diamètre [CD].

ffi soi, A, B, c les points du plan complexe

d'affixes respectives :

ze= 1+ii za= 3+5ii zc= 2+7i.

1) Déterminer le barycentre G des points pondérés

(A, 1), (8, 1) et (C, 2).

2) Déterminer une équation de l'ensemble '6 des

points M du plan complexe tels que :

rr+ -----) ----)ll ll----+ ----) ---+ll
llNrn+ Me + 2MCll = llMA + MB - 2MCll.

À tout nombre complexe z, z+3, on associe

le nombre complexe : Z =
z+2i
z -3-

Déterminer, dans chacun des cas suivants,

l'ensemble des points M du plan complexe

d'affixe ztels que Zvérifie la condition donnée.

1) Z est réel.

2l Z esl imaginaire pur.

3l lz\ = 1.

CHAPITRE 6
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xe I c ices etproblèmes

,'.l$È Soi,n et B les points d'affixe " @
respectives 1 et i dans le plan complexe.
À tout point M, distinct de A et d'affixe z, est asso-

1) a) Calculer l'affixe du point C'associé au point C
d'affixe -i.
b) Placer les points A, B, C et C'.
On prendra 4 cm pour unité graphique.

2) Soit z = x+iy où xet ydésignent deux réels.

a) Démontrer l'égalité :

. lx-112+1y-112-1 , x2+y2-1
'- ,*a1z+ç -t\x-1)2+y2'

b) Déterminer l'ensemble E des points M d'affixe z
tels que Z est réel.

c) Déterminer l'ensemble I des points M d'affixe z
tels que 9le(Z) est négatif ou nul.

3) a) Écrire le nombre complexe 1 - i sous forme
trigonométrique.
b) Soit M un point d'affixe a distinct de A et de B.

Démontrer que le nombre complexe t1 - i)(a- i)
' z-1

est un réel non nul si, et seulement si, il existe un

entier ktel que tMA; MBI = O+ 
kn.

c) En déduire l'ensemble des points du plan

complexe M tels que, rvti ; rurÊl = T tnt.4
d) Déterminer l'ensemble des points M du plan

complexe tels que : tMi ; vfÊl = T tznt.4

,..i{ffi Soi,A le point d'affixe i, B te point @
d'affixe -i et f la fonction définie sur C - { i} par :

rq = 1*:z'
z-l

1lVérifier que : pour tout zappartenant à C- {i},
f(21 = -i+3-'z-l

2) a) Démontrer que -i n'a pas d'antécédent par f
b) Déterminer les antécédents de 0 et de i par /l

3) À tout point M distinct de A, d'affixe z, on asso-
cie le point M'd'affixe z'telle eue z' = f (z).

a) Démontrer que :

pour tout point M distinct de A. AM x BM' = 2.

bl Démontrer que lorsque M décrit le cercle % de
centre A et de rayon 4, M'se déplace sur un cercle
(€'dont on précisera le centre et le rayon.

4) al Déterminer l'ensemble ,É des points M(z)
tels que z- i est un réel non nul.
b) Démontrer que lorsque M décrit E, M' se
déplace sur une droite Â que l'on précisera.

c) Lorsque M décrit E, M'décrit-il toute la droite À ?

5) Déterminer l'ensemble des points M(z) tels que
f (z) est un imaginaire pur non nul.

) Corrigés page 447

Pour approfondir ..".".."........

85 Soit a, b, c trois nombres complexes, deux à

deux distincts, tels que lal = b = lcl, etA, B, C les
images respectives de a, b, cdans le plan complexe.
On note H le point d'affixe a + b+ c.

1)Onpose w= bc-bc.
a) Démontrer que u/est imaginaire pur.

b) En déduire que r b + clr b - c, 
"t fi 

sont imagi-
naires purs.

2) a) Exprimer, en fonction de a, b, c, les affixes des

vecteurs AH et CB, et en déduire que (AH) est une
hauteur du triangle ABC.
b) Justifier que H est l'orthocentre du triangle ABC.

3) Faire une figure en prenant 4 cm pour unité
graphique, avec :

a = J3+i; b = -1+iJ3; c= -,lr_i4q.

!Propriété de l'angle inscrit
Le but de cet exercice est de démontrer la propriété
de l'angle inscrit :

soit € un cercle de centre O, A et B deux points de (6

distincts et M un point de (€ distinct de A et B ; alors :

----, -+ ----) ----)
2(MA; MB) = (c)A; aB) [2r] (1).

1) Démontrer qu'on peut choisir comme repère ortho-
normé direct du plan complexe un repère d'origine Cl

dont l'unité de longueur est le rayon du cercle (€.

2) On note a, b, zles affixes respectives des points A,
B, M dans le repère d'origine Q choisi dans la ques-
tion précédente.
Traduire l'égalité (1) en utilisant a, b, z.

3) Démontrer l'égalité (1).

I tl SoitA, B, C trois points distincts du plan com-
plexe, d'affixes respectives a, b, c.

Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante
pour que le triangle ABC soit rectangle en A s'écrit :

b-a b-à

-r- 

= 
Il

c- a c - a
2) Soit M un point du plan complexe et z son affixe.
On note M'et M" les points d'affixes respectives z2 et 23.

a) Ouelles conditions nécessaires et suffisantes doit
vérifier z pour que les points M, M'et M" soient
distincts ?

b) Déterminer l'ensemble E des points M du plan
complexetels que letriangle MM'M"est rectangle en
M ou en M'ou en M".
c) Représenter graphiquement i6.

88 Dans le plan orienté, on considère d»-
les points O etA fixés et distincts, le cercle q de Oia-

mètre [OA], un point M variable appartenant au cer-
cle (€ et distinct des points Q et A, ainsi que les carrés
de sens direct MAPN et MKLO.

(1 - i) z-lcié le point M' d'affixe Z = z-1
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