LEBY-KOUADOU

Théme 19 - Géométrie euclidienne

[S19.1] Définition de produit scalaire

Soient E un R-espace vectoriel et g € E. On appelle produit scalaire sur E toute
application ¢ : £ X E— R vérifiant les propriétés suivantes :

— ¢ une forme bilinéaire : z — ¢(z,z0) et = — p(xo, z) sont linéaires.

— ¢ est symétrique : V(x,y) € E?, p(z,y) = ¢(y, ).

— ¢ est définie positive : Vo € E, p(z,z) >0 et p(z,2) =0<= 2 =0.

On note souvent <, > ou < | > un produit scalaire.

v’ Soit n € N*, on définit un produit scalaire sur R™ en posant :
n
< (21, s2n), (Y1, -+, yn) >= Y z;y;. On I'appelle produit scalaire

i=1
canonique.

[S19.2] Définition de norme euclidienne

Soit <, > un produit scalaire sur un espace vectoriel E. L’application de E dans
Rt : 2 — /<z,7 > est appelée norme euclidienne sur E ou norme associée a
<>

[S19.3] Définition de vecteur normé

Dans tout espace muni d’un produit scalaire, on dit qu'un vecteur est unitaire ou
normé si ||z|| = 1.
v Pour tout vecteur z non nul, il existe exactement deux vecteurs
1 1

unitaires colinéaires a x : —ux et

——
[l &l

[S19.4] Relations entre norme et produit scalaire

Solent <, > un produit scalaire sur un espace vectoriel E et ||.|| sa norme associée.
On a, V(x,y) € E? :

eyl = el + I8l 42 < 2,y >

= Nz = yl® = ll=l* + Iyl - 2 <,y >;

= Nl = lyl? =<z —y,a+y >

[S19.5] Propriétés d’une norme euclidienne

Solent <, > un produit scalaire sur un espace vectoriel E et ||.|| sa norme associée,
alors :

- Vz€E, |z|=0&2=0;

- Vz e E,AeR, || Az|| = M|z ;

= V(@,y) € %, [l +yl < |zl + [lyl-
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[S19.6] Identité du parallélogramme

Soit ||.|| une norme euclidienne sur un espace vectoriel E. Soit (z,y) € E?, alors :

Iz + l* + llz =yl = 2 (llll* + lly11*) -

[S19.7] Identité de polarisation

Soient <, > un produit scalaire sur un espace vectoriel E et ||.|| sa norme associée.
Soit (z,y) € E?, alors :

(lz +ylI* = ll= = yI*) -

1 1
<zy >= 3 (2 +l* = ll=lI* - Iy*) = 5

v Pour montrer qu'une norme est euclidienne, on pose :
1
p(z,y) = 5 (llz + yl?> = ||z]|®> — ||ly||?) et on montre que cette applica-

tion est un produit scalaire.

[S19.8] Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient <, > un produit scalaire sur un espace vectoriel E et ||.|| sa norme associée.
Soit (z,y) € E?, alors :
| <@y >[ <zl ]yl

et
| <z,y >|=|z|.|lyl| < = et y sont colinéaires.

b
v' Pour le produit scalaire < f,g >= [ f(t)g(t)dt sur les fonctions

a
continues, on retrouve |'inégalité de Cauchy-Schwarz énoncée au chapitre
17.

[S19.9] Définition de vecteurs orthogonaux

Soient E muni d’un produit scalaire <,> et (z,y) € E% On dit que x et y sont
orthogonaux (pour le produit scalaire <,>), noté L y, si < z,y >=0.

[S19.10] Vecteur orthogonal a tous les vecteurs

Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire <, > et z € F.
— Si x est orthogonal a tous les vecteurs de E alors z = 0.
— Si x est orthogonal a tous les vecteurs d'une base de E, alors z = 0.

[S19.11] Définition d’espaces orthogonaux

Soient F' et G deux sous-espaces d'un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire
<,>. On dit que F et G sont orthogonaux pour ce produit scalaire, et on note
F1G,si:

Page 1 sur 13 ¥(z,y) € Fx G,z Ly.
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[S19.12] Intersection de deux sous-espaces orthogonaux

Deux espaces orthogonaux sont en somme directe donc leur intersection est réduite
au vecteur nul.

[S19.13] Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel £ muni d'un produit scalaire
<, >. On appelle orthogonal de F' le sous-ensemble :

Ft={ze€ E/VNy€ F,<x,y>=0}.

Autrement dit, I'orthogonal de F' est I’ensemble des vecteurs orthogonaux a F'.

[S19.14] Structure de l'orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit F un sous-espace vectoriel de E muni d’un produit scalaire <, >, alors F+
est un sous-espace vectoriel de FE.

v Ona Et={0g}et{0g}t=E.

[S19.15] Caractérisation pratique de ’orthogonal en dimension finie

Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel £ muni
d’un produit scalaire <,> et z € E. Alors x € F' si et seulement si x est
orthogonal a tous les vecteurs d’une base de F'.

S19.16] Relation entre espace orthogonal et orthogonal de 1’espace
[ P g g p

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £ muni d’un
produit scalaire, alors :
ELG=Gc .

En particulier, on a F' C (FL)J' .

. . P 1
v' On verra plus tard que, si E est de dimension finie, alors F' et (FL)
sont de méme dimension donc |'inclusion précédente implique |'égalité.

[S19.17] Définition de familles orthogonale et orthonormée

Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et (z;);c; une famille de
vecteurs de . On dit que cette famille est orthogonale si :

Vi # j, < zj,x; >=0.
La famille est dite orthonormale ou orthonormeée si :

lsii=j

Vi,j, < T, Xj >= éij = { 0 sinon

Une base orthogonale (respectivement orthonormée) est une base qui est une fa-
mille orthogonale (respectivement orthonormée).

Page 2 sur 13

LMAUTUN 24-25
[S19.18] Liberté d’une famille orthogonale

Une famille orthogonale qui ne contient pas le vecteur nul est libre. En particulier,
une famille orthonormée est libre.

[S19.19] Théoréme de Pythagore

Si(z1,...,xp) est une famille orthogonale d’un espace vectoriel E' pour un produit
scalaire <, > et si ||.|| est la norme euclidienne associée au produit scalaire, alors :

oy + ...+ 2|2 = |20 + [zl + - .. + [z

[S19.20] Définition d’espace euclidien

Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

[S19.21] Existence d’une base orthonormée

Tout espace euclidien E non réduit & {Og} admet une base orthonormée.

[S19.22] Coordonnées dans une base orthonormée

Soient E un espace euclidien et (e1,...,e,) une base orthonormée de E pour le
produit scalaire <, >, alors pour tout x € F, on a :

n
T = E <z, e; > €.
i=1

[S19.23] Expression du produit scalaire en fonction des coordonnées

Soient E un espace euclidien et B = (e, ..., e,) une base orthonormée de E pour
n n
le produit scalaire <,>. Soit (z,y) € E? avec z = ) zie; et y = Y yie;. On
i=1 i=1
Ty Y1

Y2
note : X = Matg(z) = et Y = Matp(y)=| . |. Alors:

Tn Yn

n
<zT,y>= szyz ='XY.

i=1

v' Ceci est faux si la base B n'est pas orthonormée pour le produit
scalaire considéré.



[S19.30] Expression du projeté orthogonal

LEBY-KOUADOU Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire <, >, F' un sous-espace
[S19.24] Supplémentaire orthogonal vectoriel de dimension finie de E et x € E. On note p la projection orthogonale
F et b th le de F. O lors :
Soit E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire. Si F' est un sous-espace il Gl e s
vectoriel de dimension finie de F, alors : p
_ <z, e; >
F@FJ‘:E p(l’)—z ||61H2 €.
i=1

F est al 16 lémentai th 1de F. . . i
e e e il el e En particulier, si (eq,...,e,) est une base orthonormée de F, on a :

v’ Le résultat est faux, en général, si F' est de dimension infinie.

P
p(z) = Z <z e; > e
i=1

[S19.25] Théoréme de la base orthonormée incompléte

Soit (e1,...,ep) une famille orthonormale d’un espace euclidien E de dimension
n, alors elle peut étre complétée en une base orthonormée de E. Autrement dit, il
existe une famille orthonormale (e,11,...,¢e,) telle que (eq,...,e,) est une base [S19.31] Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
orthonormée de F. . . . :
Soit (uq,...,un) une base quelconque d’un espace euclidien E. Alors, il existe une
[S19.26] Définition de projection orthogonale unique base orthonormée (ey,. .., en) telle que :
— Vk € [1,n], Vect (uq,...,ur) = Vect (eq, ..., ex).
Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et F' un sous-espace vecto- - Vk € [1,n], < ex,uy, > est strictement positif.

riel de E de dimension finie. On appelle projection orthogonale sur F’ la projection

sur F parallelement & F*.
. e 3 " En pratique, pour tout k£ € [1,n], on pose :
v’ La projection est bien définie car on sait que les espaces F' et F'~ sont

supplémentaires dans E. k—1
€k = Uk — Z < ug,e; > e;,
[S19.27] Inégalité de Bessel =
Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace euclidien E et p puis : -
la projection orthogonale sur F. Alors : e = H%H_

Vz e E, |p(@)| < [l

[S19.28] Définition de distance & un point

Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel £ muni d’un produit sca-
laire, alors on appelle distance de z a F' le réel :

d(x, F) = inf{[|lz — yl|,y € F},

ou ||.|| désigne la norme euclidienne.

[S19.29] Expression de la distance en dimension finie

Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, z € E et F' un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E. Alors, si I'on note p la projection orthogonale
sur F',on a:
d(z, F) = ||z — p(z)|| = min{[|z — y||,y € F}.
Autrement dit, le projeté orthogonal de = sur F est le point de F' le plus proche
de z. Page 3 sur 13
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B Comment montrer qu’une application est un produit scalaire ?

SF19.1 | Appliquer la définition

On revient a la définition du produit scalaire en montrant que c’est une forme
bilinéaire, symétrique, définie positive ([S19.1]).

Exemple

Montrer que :
c(-1,1,R)? — R
ro = [ a-reema

définit un produit scalaire sur C([—1,1],R).

La symétrie est claire puisque, pour tout (f,g),

/ (1= )21 (t)g(t) dt = / (1 - 2)g(H)f(t) dt.

1 -1

Montrons la linéarité par rapport a la premiére variable. Pour cela, on se
donne f, g et h des fonctions continues et un réel . Alors :

< f+Mh,g> :/1 (1 —2)(f + M) (t)g(t) dt

1

- / (1) (0) + Mh(e) g(0) .

Par linéarité de l'intégrale, on a :

/_ (L= B)(70) + Mh(e) g(t)
= /_1(1 —2)f(t)g(t) dt + A/ (1 —t2)h(t)g(t)dt

-1

=< f,g>+A<h,g>.

L’application est donc linéaire par rapport a la premiére variable. Par symé-
trie, on en déduit qu’elle est bilinéaire.
Ona :

1
- /_1(1 —2)f2(t)dt >0,

car t — (1 —t2)f2(t) est une fonction positive. De plus, si < f,f >=0, on
a lintégrale nulle d’une fonction continue et positive ce qui implique, par
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stricte positivité de l'intégrale, que la fonction t — (1 — t2)f2(t) est nulle.
On a donc :
vt e [_17 1]7 (1 - tz)fz(t)7

ce qui implique :

vt €] —1,1[, f3(t) = 0.

La fonction f étant continue, on en déduit qu’elle est nulle sur tout [—1,1].

On a montré que <,> est une forme bilinéaire symétrique définie positive,
c’est bien un produit scalaire.

Exemple

Montrer que < P,Q >= P’(0)Q’'(0) + P'(1)Q’(1) + P(0)Q(0) définit un produit
scalaire sur Ro[X].

On commence par la symétrie qui est claire. De plus, si P, QQ, R sont trois
polynomes de Ro[X] et A\E R, on a :

“PiiR0
= (P 4+ AR)(0)Q'(0) + (P + AR)'(1)Q'(1) + (P + AR)(0)Q(0).

Par linéarité de la dérivation, on a :

<P+ AR, Q>
= (P'(0) + AR(0)) @'(0) + (P'(1) + AR'(1)) Q'(1)
+ (P(0)AR(0)) Q(0),

ce qui est égal a < P,Q > +)\ < R,Q > en développant. On a montré la
linéarité par rapport a la premiére variable; par symétrie, on en déduit la
bilinéarité.
Ona:

< P,P>=P'(0)* + P'(1)* + P(0)* > 0.

De plus, si < P,P >=0, on a une somme nulle de carrés réels donc :
P'(0)=0, P'(1)=0 et P(0)=0.

Le polynéme P’ posséde deuz racines distinctes, or il est de degré au plus
1. Il est donc nul donc P est constant. Comme P(0) =0, on en déduit que
P est nul.

v On peut aussi poser P =aX?+bX +c. On a alors :
P0)=0=b, P(1)=0=2a+betP(0)=0=c.

et on retrouve que P est nul.

On a montré que <,> est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
C’est un produit scalaire.
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B Comment déterminer ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel 7

SF19.2 | Appliquer la définition

L’orthogonal d'un sous-espace vectoriel est défini comme 1’ensemble des vecteurs
orthogonaux & cet espace ([S19.13]).

Exemple

Déterminer I'orthogonal des fonctions paires pour le produit scalaire

- / SOa(0ar

sur C([-1,1],R).
Soit donc h une fonction telle que :
1
Vf paire , < f,h >:O:/ F(t)h(t) dt.
~1

1l faut se souwvenir que toute fonction peut s’écrire comme la somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire. En effet, Vt € [—-1,1], on a :

h(t) + h(—t)  h(t) — h(—t)
2 . 2 i

h(t) = k(=)
2

Remplagons h par hi + ha dans Uintégrale, on a :

h(t) =

h(t) + h(—t)

ot hy 1t — est paire et hy @ t — est impaire.

<h f>=0=<hy,f>+<hyf>.

On sait que lintégrale d’une fonction impaire sur un intervalle centré en 0
est nulle. Or hof est impaire quelle que soit la fonction paire f. On a donc
< hg, f >=0 ce qui implique que :

Vf paire, < f,hy >=0.

Or hy est une fonction paire, le produit scalaire doit donc étre nul en prenant
f="hi. On a donc :

< hy,hy >=0,
ce qui implique :
hy =0,
puis
h = hs,

ce qui montre que h est impaire. Un élément de l’orthogonal des fonctions
paires est donc nécessairement une fonction impaire. Comme on sait qu’une
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fonction impaire appartient & l'orthogonal des fonctions paires (puisque l'in-
tégrale d’une fonction impaire sur [—1,1] est nulle), on a montré que l’or-
thogonal des fonctions paires est l’ensemble des fonctions impaires.

SF19.3 | Chercher les vecteurs orthogonaux a une base

Lorsqu’on travaille en dimension finie, on peut utiliser la caractérisation pratique
de l'orthogonal ([S19.15]).

Exemple
Déterminer 'orthogonal de F' = {P € R,[X], P(1) = 0} pour le produit scalaire

2
< PQ >= ZP(k)Q(k) (On vérifie, en effet, facilement que c’est un produit
k=0

scalaire).

On commence par déterminer une base de F. On sait qu’un polynome P
appartient a F si et seulement s’il est divisible par X — 1. Il s’écrit donc
P=(X-1)(aX +b) =aX(X —1)+bX — 1), une base de F est donc
(X(X-1),X-1).

Soit maintenant Q € Ro[X], alors :

<Q,X(X-1)>=0

L
QeF ‘:’{ <O, X-1>=0

‘:’{ 2—%?3;0@(2) =0
= Q(0) = 0=Q(2).
Comme Q est de degré au plus 2, on a :
Qe Fl < 3INeR, Q=2X(X-2),

donc :
Ft =Vect (X(X -2)).

SF19.4 | Interpréter les équations de ’espace vectoriel

On suppose qu’on travaille en dimension finie. Si 1’espace vectoriel F' est donné
sous forme d’équations, on peut les interpréter comme des produits scalaires nuls ce
qui permet d’identifier F' & 'orthogonal d’un espace vectoriel. Comme 'orthogonal
de Porthogonal d’un sous-espace vectoriel est lui-méme ([S19.16]), on aura alors
directement l'orthogonal de F'.

Exemple

Déterminer I'orthogonal de

F={(z,y,2,t) ER* 2z —y+2+t=0=a+y+22—t}.
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On suppose R* muni du produit scalaire canonique. Alors on peut écrire :

F = (I,y,z,t)€R4, < (27717171)7(1'73/72715) >=0
et < (1a 1727_1)7(I7 3172775) >=0 .

Ainsi écrit, on a :

F = (Vect ((2,-1,1,1),(1,1,2,—1)))*.
On en déduit que :

P Vet (2 111112 1)

B Comment déterminer une base orthonormée 7

SF19.5 | Faire preuve d’intuition

Exemple

On suppose R* muni du produit scalaire canonique. Déterminer une base ortho-
normée de F' = Vect ((1,—1,1,-1),(0,1,0,1)).

On remarque que :
F . VeCt ((17 07 170)7 (07 1705 1)) )
et que les deux vecteurs sont orthogonaux. On en déduit qu’une base ortho-
normée de F' est :
1

(%@&w»;&m@)

SF19.6 | Utiliser le procédé de Gram-Schmidt

Il permet de construire, de maniere algorithmique, une base orthonormée a partir
d’une base quelconque ([S19.31]).

Exemple

Déterminer une base orthonormée de F' = Vect ((1,—1,1,—1),(0,1,0,1)) pour
le produit scalaire canonique.

1
On pose e = —(0,1,0, 1) puis :

V2

1,-1,1,-1),(0,1,0,1
é"2 (17_1’17_1)_ <( Y ) )7( )T )>

2

(0,1,0,1)

= (17 _17 17 _1) + (07 1a07 1)

=(1,0,1,0).
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1
Enfin, en posant e = —(1,0,1,0), on a (e1,e2) base orthonormée de F.

V2

SF19.7| Utiliser un sous-espace vectoriel

Si on travaille en dimension finie, on peut obtenir une base orthonormée dun

espace vectoriel E en utilisant le fait qu'un sous-espace vectoriel et son orthogonal
sont supplémentaires ([S19.24]).

Exemple
2
On suppose Ry[X] muni du produit scalaire <,>: (P,Q) — ZP(k)Q(k)

k=0
Déterminer une base orthonormée de F' = {P € Ry[X], P(1) = 0}. En déduire
une base orthonormée de Ry[X].

On sait qu’une base de F est (X —1), X(X —1)). On calcule :

X -DP=<X-1,X—-1>=(-1)?+0+12=2.

1
— (X —1). On calcule ensuite :

V2

B :X(X_l)_<X(X—;),X—1>

On pose donc P; =

(X-1)
X ) o)
= e

Comme on a :
(X =P =< (X - 1)% (X —1)* >=2,

On pose :
1

V2
La famille (P, P2) est une base orthonormée de F'. On a montré précédem-
ment que l'orthogonal de F est Vect (X (X —2)). Comme F et F- sont
supplémentaires dans Ro[X], la famille (Py, Py, X(X — 2)) est une base de
R[X] ([S15.21]). De plus, par construction, elle est orthogonale.

On a :

Py = —(X-1)2

XX -2)* =1,

c’est donc une base orthonormée de Ro[X].

B Comment déterminer le projeté orthogonal ?

En dimension finie, on utilise I’expression du projeté dans une base orthogonale.
Il faut donc, au préalable, déterminer une base orthogonale de F. Dans le cas
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olt F'L est de dimension inférieure & F, il est plus court de déterminer une base
orthogonale de F'1 et de calculer ainsi le projeté sur F1. Si 'on note pg et pp1
les projections orthogonales sur F et FX, on a pr + ppr = id donc on trouve
facilement le projeté sur F & partir de celui sur F-.

SF19.8 | Utiliser ’expression dans une base orthonormée

Exemple

2

On suppose Rz[X]| muni du produit scalaire <,>: (P, Q) — Z P(k)Q(k). Soit
k=0

F = {P € R3[X], P(1) = 0}. Déterminer le projeté orthogonal de X2 + 1 sur F.

On a vu qu’une base orthonormée de F' est :

(%(X—l),%(X—lf).

On a donc :
pr(X?+1)
. <X2+12’X_1>(X—1)+<(X2+21’(X_1)(X—1)2
4 6 5
= §(X—1)+§(X—l)
= (X-1)2+3(X-2))
= (X-1)BX-1).

B Comment calculer la distance a un espace vectoriel de dimension
finie ?

Quand on cherche la distance d’un vecteur = a un espace vectoriel de dimension
finie F', on sait que :

d(z, F) = ||z — pr ()|l = |lpr- (@)]],

oll pr et ppo désignent les projections orthogonales sur F et F-. On peut choisir
de déterminer pp(x) ou directement pr. (x) ([S19.29]).

SF19.9 | Utiliser ’orthogonal

Exemple

Soit F' = {(x,y,z,t) ERY 20 +y —3z+t= 0}7 R? étant muni du produit sca-
laire canonique. Déterminer la distance de (1,1,1,1) & F.
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Notons pr la projection orthogonale sur F et ppy celle sur FL. Ici, F est
de dimension 3, son orthogonal est donc de dimension 1. De plus, on sait
que :

F+ = Vect ((2,1,-3,1)).

Ona ||(27 1, _371)” = /15, donc :

(17171:1)_pF(1717171) :pFJ-(17]~7171
. < (1717171)7(2717_371) >(2 1-3 1)
- 3 15 IE) ;
=—(2,1,-3,1).

15(7 ) ) )
On en déduit que :
d((llll)F)—H1(21 31)”— -
y L, 1)y 15\ " ) _\/ﬁ

SF19.10 | Déterminer le projeté orthogonal

Exemple

Déterminer la distance de X3 4+ X — 1 &4 G = Ry[X] pour le produit scalaire
2
< PQ>= kZ:o P(k)Q(k).

On commence par déterminer une base orthogonale de Ry[X] pour ce produit
scalaire. On a ||1]| = /3. On calcule :

- X1

X —
3

1- X 1

on en déduit que (1, X — 1) est une base orthogonale de R1[X]. Si l’on note
p la projection orthogonale sur G, on a :

_<X3+X—1,1>+<X3+X—1,X—1>
B 0 3 2
:3+7(X—1)

“5x 9

p(X3+X—1)

(X -1

d’ot :

X34+X-1-pX3+X-1) =X3+X-1-5X+2
=X3—4X +1.

Enfin, on a :
dX*+X-1,G) =||X3-4X+1]||
=VI+4+1
=/
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B Comment utiliser Cauchy-Schwarz 7

On l'utilise pour montrer une inégalité en identifiant celle-ci comme 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour un produit scalaire, appliquée & deux vecteurs ([S19.8]).

SF19.11 | Reconnaitre un produit scalaire

Exemple

Soient z, y, z trois réels tels que 2% 42y*+322 < 1, montrer que (z+y+2)? < %

On utilise le produit scalaire < (x,y,z),(z',y’,2") >= za’ +yy’ + zz’. On

observe que x? + 2y% + 322 est la norme du vecteur (x,y\/2,2v/3). On in-
terprete alors x+1y-+ z comme le produit scalaire de ce vecteur et du vecteur

(17 %, \%) D’apres Cauchy-Schwarz, on a :

(+y+2? =< (1% %), (V2 2v3) >

<1125 Z5) 1PN, wv2, 2V3)| 2

IN

A vous de jouer !

Exercice 19.1

L’application :

. RQI:X]Z — R
' (P, Q) — (ao + al)bo + (ao + 3a1)b1 + 3asbs

avec P = ag+ a1 X +asX? et Q = by + by X + by X? définit-elle un produit scalaire
sur Ro[X] 7
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Exercice 19.2

Montrer que I'application :

R.[X]? — R
7Y (PQ — D Pk)QK)
k=0

définit un produit scalaire sur R,,[X].

Exercice 19.3 |SF19.1]|SF19.3

M.(R)2 — R
(A,B) +— tr(*AB)

1) Montrer que l'application <,>: { est un produit
scalaire.

2) Déterminer I'orthogonal de ’ensemble des matrices diagonales de taille n pour
ce produit scalaire.

Exercice 19.4

Déterminer 'orthogonal de R = Ro[X] dans Ro[X] pour le produit scalaire :

< P,Q>=) P(k)Q(k).

k=0

Exercice 19.5

Déterminer 'orthogonal de R;[X] pour le produit scalaire :

<P,Q>= /1 PH)Q(t)dt.

-1

Exercice 19.6

Déterminer 'orthogonal de G = Vect ((1,—2,1,1),(2,0,1,—1)) pour le produit
4

scalaire < X, Y >= Zzzlyl avec X = (x1,...,24), Y = (y1,...,va).

=1

Exercice 19.7

Déterminer l'orthogonal de F' pour le produit scalaire canonique de R* avec :

F={(z,y,2,t) ER* 20+ 3y —2=0=a 4y = 2 — 4t}.
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Exercice 19.8

Soit :
F={(z,y,2) e R* x+y+2=0}.

Déterminer une base orthonormée de F' pour le produit scalaire canonique.

Déterminer une base orthonormée de F' = {P € Ry[X], P(1) = 0} pour le produit
scalaire : < P,Q >= P'(0)Q'(0) + P'(1)Q’(1) + P(0)Q(0).

Exercice 19.9

Exercice 19.10 |SF19.3||SF19.6]|SF19.7

1) Déterminer une base orthonormée de R [X] pour le produit scalaire :

<PQ>= / 1tP(t)Q(t) dt.

2) Déterminer 'orthogonal de R4[X] dans Ro[X] pour ce produit scalaire.

3) En déduire une base orthonormée de R2[X] pour ce produit scalaire.

Exercice 19.11 |SF19.9||SF19.10|

Soit R3 muni du produit scalaire canonique. Déterminer la distance de (1,2,3) & :
F={(z,y,2) € R3z+2y— 2= 0}

de deux manieres différentes.

Exercice 19.12 |SF19.8][19.10]

Soit R® muni du produit scalaire canonique. Déterminer la distance de (1,1,1) a

D = Vect ((1,-1,2)).

Exercice 19.13

n
Soient z1,...,x, des réels strictement positifs tels que Z z = 1. Montrer que :
k=1
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Exercice 19.14

Soient (a1,...,an), (b1,...,bn), (c1,...,cy) des réels positifs. Montrer que :
n 2 n n
(Z akbkck> < Zaick szck
k=1 k=1 k=1

Exercice 19.15

Soient z,y et 2 trois réels tels que 2 +y?+22 < 1. Montrer que (3x+2y+2)? < 14.

Exercice 19.16 |SF19.5||SF19.8]

Soit R?® muni du produit scalaire canonique. Déterminer le projeté du vecteur
v =(1,2,—1) sur le plan d’équation z +y + z = 0.

Soit R?® muni du produit scalaire canonique. Déterminer la distance du vecteur
(2,1,1) au plan d’équation z — y + 2z = 0.

Exercice 19.17

Exercice 19.18

2
Soit Ra[X] muni du produit scalaire < P,Q >= Z arby ot P = as X%+ a1 X +ag
k=0
et Q = b2X2 + b1 X + bo.
Déterminer la distance du vecteur X2 —2 & F = {P € Ry[X], P(1) = 0}.
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Exercice 19.1

On commence par montrer la symétrie.
Pour cela, on développe I’expression
donnée :

©(P, Q) = aobo+a1bo+aobi+3a1b1+3azb:
On a
©(Q, P) = boap+biao+boai+3biai+3baa:

I1 est alors clair que ¢(Q, P) = ¢(P, Q).
Pour montrer la linéarité de ¢ par rap-

port a la premiere variable, on se donne
R=co+c1X+cX?etAeR. Ona

alors :

P+ AR
= (ao+Aco)+(a1+Xe1) X +(az+Ae2) X2,

Correction des exercices
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donc :

o(P +AR,Q)

= (a0 + Aco)bo + (ao + Aco)b1
+(a1 + Ae1)bo + 3(a1 + Aex)bi+
3((12 -‘r)\Cg)bz

= aobo + a1bo + aob1 + 3a1b1 + 3azbs
+X (cobo + c1bo + cob1 + 3c1b1 + 3c2b2)

= ¢(P,Q) + Xp(R,Q).

La forme ¢ est donc linéaire par rapport
a la premiere variable. Par symétrie, elle
est bilinéaire.

On a :

¢(P,P) = ag + 2a0a1 + 3a3 + 3a3
= (ao +(11)2 + 243 + 3a% > 0.

De plus, si ¢(P, P) =0, on a une somme
nulle de carrés réels, chaque terme est
donc nul ce qui implique P = 0. La forme
¢ est bilinéaire, symétrique, définie posi-
tive, c’est un produit scalaire.

Exercice 19.2

La symétrie est claire, montrons la
linéarité par rapport a une variable.
Soient (P1, P, Q) € R,[X]® et A € R.
On a:

P(APL+ P2,Q)
3" (AP + P2) (K)Q(R)

k=0

= A PRQMK) + > Pa(k)Q(K).

On a bien :

W()‘Pl +P27Q) = )‘SD(Pva) +50(P27Q)'

L’application est linéaire par rapport a la
premiere variable. Par symétrie, elle est
bilinéaire.

On a:
2(Q,Q) =) Q(k)*

donc :

»(Q,Q) >0
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ce qui montre que c’est une forme posi-
tive.

Si o(Q,Q) =0, on a une somme nulle de
réels positifs, ils sont donc nuls :

vk € [0,n], Q(k) = 0.

Le polynéme @Q possede alors n + 1 ra-
cines alors qu’il est de degré au plus n. Il
est donc nul ce qui montre que la forme
est définie.

On a montré que ¢ est une forme
bilinéaire, symétrique, définie positive
donc c’est un produit scalaire.

Exercice 19.3

1) Montrons la symétrie :
< B,A>=tr("BA).

On sait qu’une matrice et sa transposée
ont méme trace donc :

tr(*BA) =tr (*(*BA)))
=tr (*AB).

La forme est donc symétrique. Elle est
linéaire par rapport la premiere variable
par linéarité de la trace et de la trans-
position. On en déduit qu’elle est bi-
linéaire. Pour montrer qu’elle est définie
positive, on doit expliciter tr (*AA). On
note A = (as;). Alors, le coefficient d’in-
dice (4,7) du produit *AA est égal, par
définition du produit matriciel & :

n

Z (tA)m Qi -

k=1

Or, par définition de la transposée,
(*A),, = axi. Le coefficient d’indice (4,1)
du produit *AA est donc :

n
2
g Qik,
k=1
d’ou :

<AA>= D> ap.

1<i,k<n

Il est maintenant clair que pour toute

matrice A de M,(R), on a :

<A, A>>0.
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De plus, si < A;A >= 0, alors on a
une somme nulle de réels positifs, ils sont
donc tous nuls :

Vi, k air =0,

ce qui montre que la matrice est nulle.
On a montré que l'application est une
forme bilinéaire, symétrique, définie po-
sitive, c’est bien un produit scalaire.

2) On sait que (Ei1,...,E,,) est une
base de l’espace vectoriel des matrices
diagonales. On rappelle que E;; désigne
la matrice élémentaire dont tous les coef-
ficients sont nuls sauf celui d’indice (4, j)
qui vaut 1.

Soit A € M,,(R), alors :

A€ (Du(R))*
<~ Vi€ [l,n], < By, A>=0.

Déterminons ce que vaut < FE;;, A >. 11
faut, dans un premier temps, déterminer
la valeur des coeflicients diagonaux de la
matrice *E;; A. Remarquons ici que, E;;
étant diagonale, on a ‘E;; = Ej;. Posons
A = (aijhcij<n, Bi = (bij)i<ij<n €t
Eii A = (cij)i<i,j<n- On a alors :

n
Ckk = E akjb]'k.
j=1

On sait que le coefficient b;, de Ej; est
nul sauf pour £k = j = 4. On a donc :

Q44 si ]C =1
Ckk — 0 si
simon.

On en déduit que :

tr ("EiA) = aii.
On a donc :
A€ (Dn(R))" <= Vi€ [1,n],a:s =0.
L’orthogonal de l’espace des matrices
diagonales est donc I'espace vectoriel des

matrices dont les coefficients diagonaux
sont nuls.

Exercice 19.4

Soit P € R[X], alors :
PeRT <= VAeR,< P A>=0,

ce qui est équivalent a :

On a donc :

R =
{P € Rz[X], P(0)+ P(1)+ P(2) = 0}.

Exercice 19.5

Soit P € Rz[X], alors :

<P1>=0

PeR1[X]L<=>{ B

On pose P = aX?+ bX + ¢, alors :
1 2 2a
< P11 >:/ (at”+bt+c)dt = ?+2c7
—1
et
Looa e 2b
<P X >:/ (at” + bt +ct)dt:§.
—1
On a donc :
PeRyX]F <= b=0¢t a=—3c
ce qui est équivalent a :

Ry [X]*F = Vect (3X% — 1).

Exercice 19.6

Soit X = (z1, 2,3, z4) € R*, alors :

<X,(1,-2,1,1) >=0

L
o ‘:’{ < X,(2,0,1,-1) >=0.

On a donc :

Xeq
xr1 —4xo +3x3 +4x4 =0
{ 2z1 + 33 — 4x4 =0’
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d’ou :
Gt =

4 z—4y+3z24+4t=0
{(‘”’y’z’t)ER’ ot 2z 4 3z — 4t = 0.

Exercice 19.7

On pose :

- W= (27?’,7170)7
- V2 =(1,1,0,0) et
- V3=(0,0,1,—4).
On a alors :

F={X€eR <X, V; >=0,
<X, Vo >=0et <X,V3>=0},

donc :
F= (VeCt (‘/17 V27 ‘/3))L .
On en déduit que :

F+ = Vect (V1, Va, V3).

Exercice 19.8

Les vecteurs (1,—1,0) et (1,1, —2) sont
deux vecteurs orthogonaux de F et
forment une base de F'. Il suffit de divi-
ser par leur norme pour obtenir une base
orthonormée de F :

(%(1,-1,0),%(1,1,-2)) .

Exercice 19.9

On sait qu'une base de F est
(X -1,X(X —1)). Posons P = X — 1
et Q@ = X(X — 1), alors :

<X-1L,X(X-1)>

= P'(0)Q'(0) + P'(1)Q'(1) + P(0)Q(0)
=—-14+14+0=0.

Les deux polynomes sont orthogonaux.
Il suffit de déterminer leur norme pour
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avoir une base orthonormée de F' :

X -1PP=<X-1,X-1>

= P'(0)? + P'(1)? 4 P(0)*

=1+1+1
:37

et :
IX(X - 1)[]?

=< X(X-1),X(X-1)>
=Q'(0)* +Q'(1)* + Q(0)?
=1+1+40

=2.

Une base orthonormée de F' est donc :
(L(X —1), = x(X — 1))
V3 V2 ’

Exercice 19.10

1) On va orthonormaliser la base cano-
nique de R1[X] avec le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt.
On commence par déterminer la norme
du polynoéme constant égal a 1 :

1
I =< 1,1 >:/ b
0 2

On pose donc P; = /2. Déterminons
maintenant :

<X, 1>

P=X- THE =X-2<X,1>.
On a:
- 1
<X,1>:/t2dt:—
0 3
donc :
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Or:
|P]? = <P,P>
= /01t<t—§)2dt
= /Olt(t2—§t+g)dt
1 4 2 1
= 17979736

On pose P, = 6(X—§) =6X — 4. La
famille (P, P») = (\/5, 6X — 4) est donc
une base orthonormée de R4[X] pour ce
produit scalaire.

2) Soit P = aX?+bX + ¢ € Ra[X]. On
a:

<P1>=0

PERI[X]J—<:>{ <P X>e0

ce qui se traduit, en utilisant 1’expression
du produit scalaire, par :

/OltP(t) dt =0
/1t2P(t) dt =0

0

a + b + E
4 32
<
a b.c
5 4 3
On résout le systéme, on trouve :
b= —4c
3a = 10c.

On en déduit que :

Ry[X]" = Vect (10X% — 12X +3).

3) Cherchons une base orthonormée de
R [X]*, il suffit pour cela de normaliser
le vecteur 10X? — 12X + 3 trouvé & la
question précédente. On a :

[[10X?% — 12X + 3|2

1
= /t(10t2—12t+3)2dt
0

et
t (1062 — 12¢ + 3)°
= t(100t* — 240t° + 204¢
—72t +9)
= 100t° — 240t* 4 204£3
—72t% + 9t
d’ou :
[[10X2 — 12X + 3|2
6 5 4
— [100Z —240L 4204
6 5 4
e
—_72_ -
7 +95 i
-1
= =
On a donc :

V6(10X?% — 12X + 3)
base orthonormée de Ri[X]*. On sait
que la concaténation d’une base ortho-
normée de Ri[X] et d’une base ortho-
normée de Ri[X]* est une base ortho-

normée de Ro[X]. On a donc :
(\/5, 6X — 4,v/6(10X% — 12X + 3))

base orthonormée de Ra[X] pour ce pro-
duit scalaire.

Exercice 19.11

lere méthode :

On va déterminer le projeté orthogo-
nal de (1,2,3) sur F. Il faut pour cela
déterminer une base orthonormée de F'.
Une base de F est :

((17 07 1)7 (07 17 2)) N

On pose :
1 1
€1 = (17071): _(17071)7
[1(1,0,1)]| V2
puis :
€2
— (07 17 2)7 < (07 172)7 (1707 1) >(170’]

2
= (07 1, 2) = (1707 1) = (_17 1, 1)7
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donc en posant :

€2 = L(_lv 17 1)1

V3

on a (e1,e2) une base orthonormée.
Notons pr la projection orthogonale sur
F', on peut utiliser I’expression du pro-
jeté dans une base orthonormée :

pr(1,2,3)
o < (172’ 3)7 (1707 ]') > (1’0’ 1)
2
+< (17 273)a (_17 17 1) > (_17 1’ 1)

3
4
= 2(1707 1) + g(_L 17 1)
1
= —(2,4,10).
3( b ) )

On en déduit que la distance de (1,2, 3)
a F' vaut :

1 1

V6
=

2éme méthode :

On sait que F* = Vect ((1,2,—1)). Si
I’on note pp1 la projection sur Ft, on

a
pFL(1,273)
< (1a27_1)7(17273) >
- (1727_1)
(1,2, =1)|]?
1
= 3(1,2,-1).

et la distance est égale & la norme de

6
Pp1(1,2,3) donc a %
On remarque que la deuxieme méthode
est beaucoup plus rapide.

Exercice 19.12

Notons p la projection orthogonale sur
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D.Ona:
p(1,1,1)
— < (17171)a(177172) >(1 =1 2)
6 b b
1
e 5(17_172)7
donc :
d((1,1,1),D)

1

1

Exercice 19.13

On veut reconnaitre Cauchy-Schwarz.
On considére R™ muni du produit sca-
laire canonique. L’égalité :
n
=1
k=1

correspond alors & :
2
IIX[" =1
avec :

e G m

Vu le sens de l'inégalité, on doit trouver
un vecteur Y tel que :

U |
iP=>" P
k=1 k

On pose :

v 1 1
s W e
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on sait que :

< XY SP<IX|P YR
On a:
Xy 5 L5

k=1
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donc :
< X,Y >2= p2,

On a donc bien :

n

1
>
k=1 Tk

Exercice 19.14

A nouveau, on cherche a reconnaitre une
inégalité de Cauchy-Schwarz. On muni
R™ du produit scalaire canonique. On
pose :

X = (a1v/ct,...,any/cn)

et :
Y = (biy/et, ..., bnv/cn).
On a alors :
1X112 = aiex,
k=1
Y12 = bew,
k=1
et

< Xv7 Yy — Zakbkck.
k=1
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a donc :

n 2 n n
2 2
E akbkck S E Q. Cl E bkck-
k=1 k=1 k=1

Exercice 19.15

On munit R? du produit scalaire cano-
nique. L’inégalité =2 + 3> + 22 < 1 peut
étre interprétée comme || X||> < 1 avec
X = (z,y,2).

Cherchons un vecteur Y de R? tel que
< X,Y >= 3z + 2y + 2. On pose :

Y = (3,2,1).

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ona:

Be+2y+2)* =< X, Y >*<||X|%.[]Y .

On sait que || X]|*> < 1, calculons ||[Y]|? :
IY|I?=9+4+1=14
On a donc bien :

(3z +2y +2)° < 14.

Exercice 19.16

On remarque que les vecteurs (1,0, —1)
et (1,—2,1) sont deux vecteurs orthogo-
naux du plan d’équation z + y + z = 0.
On peut donc déterminer 'expression du
projeté orthogonal p(v) en utilisant la
formule :

p(v)
— < (1a 27 _1)7 (17 _27 1) >

TS e
< (1727 _1)7 (1707 _1) _
. e

2
- _g(lv -2, 1) + (17 0, _1)

(14 5
T\33 3)°

Le projeté orthogonal du vecteur
(1,2,—1) sur le plan d’équation :

z4+y+2z=0

est donc le vecteur :
it
3’3" 3)°

Exercice 19.17

Notons F' le plan d’équation :
r—y+22=0
et v=(2,1,1). Alors :
F = Vect ((1,—1,2))*,
donc :
F+ = Vect ((1,-1,2)).

Le vecteur (1,—1,2) forme une base de
Ft (qui est orthogonale puisqu’elle n’a
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qu’'un élément). Si l'on note p la projec-
tion orthogonale sur F*, on a alors :

d(v, F)) = [[p(v)]],
et :

v) = < (1a_1a2)7(27131) > -
s T
d’ou :

d(v,F) = g

Exercice 19.18

On écrit :
E_{P=PO — 0},
ot Q= X?+ X + 1. On a donc :
F = (Vect (@))",

N

d’ou :

F+ = Vect (Q).
Notons p la projection orthogonale sur
Vect (Q) et R = X? — 2. Alors, comme

Q est une base orthogonale de Vect (Q),
on a :

d(R, F) = |Ip(R)|| = %



