CHAPITRE 22
ALGEBRE GEOMETRIE
ESPACES EUCLIDIENS

I) Produit scalaire
1) Espace euclidien
d, : Soit - un R -espace vectoriel .
On appelle produit scalaire sur £ toute application ( | ) de £x £ dans R vérifiant :
i) V(x,»)eE?, (x|y)=(x),
ii) VAeR , V(x,y,2)e E° | (x+My|z)=(x|2)+A(y¥]|2),
i) Vxe £, (x|x)=0=x=0,,
iv) VxeE , (x|x)=0 .
Le réel (x|y) s'appelle produit scalaire des vecteurs x et y .
Remarques
o (x[y+ra)=(y+rz|x)=(y[0)+ Mz [x)=(x|y)+Mx]|2) .
( | ) est une forme bilinéaire symétrique .
« Le produit scalaire de deux vecteurs x et y se note aussi <x,y> ou Xy .
Exemples

s £F=R" ,soit (x,y)e(R")2 , x=(x,....%,) , y=(¥,---Y,) ,0onpose (x!y)sz,-yi .
i=1

(] ) estun produit scalaire sur R" .
Ce produit scalaire est le produit scalaire usuel de R” .

« E=Z([abLR) , soit (£,g)e Z([abLR) ,onpose (/|g)=[ f()g(t)d

(f|f)=0<:>be2(z‘)dt=0<:>‘v’te[a,b] SR =0Veelab],f()=0 F =0, .
( | ) est un produit scalaire sur € ([a,6],R) .
o E=R [X],soit (P,0)eR, [X] ,onpose (P|Q)= J._IIP(t)Q(t)dt .
( | ) estun produit scalaire sur R,[X] .
e E=M (R) ,soit (4,B)e M,(R)* , on pose (4| B)=tr("Ax B) .
On va montrer que ( | ) est un produit scalaire sur M,(R) .
i) Soit (4,8)e M, (R)*,
(4| B)=tr("Ax B)=tr["(‘Ax B)]=trt('Bx A)=(B| 4) .
ii) SoitAeR ,soit (4,B,C)e M, (R)
(A+AB|C)=t["(A+AB)x C]=tr[("A+A'B)x C]=tr('Ax C+ A'Bx C) = tr("Ax C) + Mr('Bx C)

=(4|C)+MB|C) .
iii) Soit Ae M, (R),

n n
A=(a;), 'd=(a)) aveca; =a, , 'Ax A=(b;) ,b; =Za,.’ka,g. =Zak,.ahj .
=l =

(A D) =tr("Ax A)= S by = i(iak,-z) =2 4.

i=1 i=1\k=1 1<i k<n
llvient : (4] A)=0 = V(i,k)e[Lal , a4 =0 Vit el ,a,=0 4=0y 4, .
iv) Corollaire du iii) .



d, : Un espace euclidien est un couple (£,( | )) ou £ estun R -espace vectoriel de dimension finie et
( | ) un produit scalaire sur £ .
Remarque
Si E estun R -espace vectoriel et ( | ) un produit scalaire sur £ , on dit que (£,( | )) est un espace
préhilbertien .
Exemples
« R” estun R -espace vectoriel de dimension 7 .
Muni du produit scalaire usuel , (R”,( | )) est un espace euclidien .
e &([a,b],R) estun R -espace vectoriel de dimension infinie .

b
(/.)€ ([ablR) , (f]9)= fing)d .
(Z([a,p],R),( | )) est un espace préhilbertien .

e R,[X] estun R -espace vectoriel de dimension n+1 .

PR, IXT , (P10)=[ POOW
(R,[X],( | )) estun espace euclidien .
« M (R) estun R -espace vectoriel de dimension n? .
V(4,B)e M (R)* , (4|B)=tr("Ax B) .
(M, (R),( | )) estun espace euclidien .
Th, : Inégalit€ de Schwarz
Soit £ un R -espace vectoriel muni d'un produit scalaire ( | ) ,alorsona:
V(x,y)e E? (ﬁ;}_v): <(x|x)y|y) .

Démonstration
Soit AeR ,onpose T'(A)=(Ax+y|Ax+y) .

TR =R (x| x)+Mx| y)+ My | %)+ (¥ ¥)= (x| DA +2(x| YA +(y]y) .
VAeR , T(M)20=>A'<0=> (x]y) = (x]|x)(¥]¥) 0= (x| y) < (x[x)(y|y) .
d, : Soit (£,( | )) un espace préhilbertien .

Soit xe E , on pose ||x|=/(x|x) .
Remarque
On alarelation : V(x,y)e E* , (x| y)<|x[|y] -
Applications

« E=R", (x| y)=Zx,- v, , (| ) estle produit scalaire standard de R” .

i=1
14 2 n n
Inégalité de Schwarz — (in y,.] < (fo][z y,2) .
i=] i=l =1
« E=2([@bIR) , (f]2)=] g

. b S 2 b .2 b 2
Inégalité de Schwarz—{J. j(t)g(t)dtj sU f (l‘)dl)u. g (t)dt) .
p, : Soit (E,( | )) un espace préhilbertien , alors on a :
V(x,y)e E?,
Preuve

Soit (x,y)e E* .

e 3 = ety L+ =l + 1A+ 20e ) < el + [l + 2l = (el + )2
= [+ <+l

|x+ y| < |||+ || : inégalité triangulaire .



p, = Soit (£,( | )) un espace préhilbertien , alors = \/(l—) est une norme sur £ , ¢’est-a-dire :
i) Vxek, |x|=0cx=0;,
i) VAeR , Vxe £, [Ax]=Ax] .
i) V(x,y)e EZ , |x+ y| <|x]|+]|¥] : (inégalité triangulaire) .
Preuve
i) SoitxeL ,|jx|=0< (x]x)=0(x|x)=0x=0;,
ii) Soit (1,x)e Rx £ , x| = J(hx Ae) =3 (x] x) = LG o) = 2
ii1) C'est exactement la proposition 1 .
Remarque

I >

Si (E,( | )) est un espace préhilbertien alors £ est un espace vectoriel normé avec ||x|=/(x|x) .
d, : On appelle norme euclidienne une norme définie a I’aide du produit scalaire d’un espace euclidien .
Exemples de normes euclidiennes

LR L G S l= 3
CRIXLC) L (P1O)= [ POIO)ds > |Pl= [ Poxpas

o (M, (R)(])), A|B)=tr("Ax B) > || A|=tr(*44) .
P, : On a les relations .

D) e+ =l D +20x )

i) Jx= I =l +F -2x13)

i) [+ I =1 =200l +[ly
Preuve
i) ot =Ce p |+ 9) =0+ G0+ 010+ ) =+ +20x0 ) -
Corollaire
VxeE , (x]0,)=0 , 1l suffit de faire y=0; dans1).

2) Orthogonalité dans les espaces euclidiens

Dans tout le paragraphe , (E£,( | )) est un espace euclidien de dimension 7 .
: Deux vecteurs x et y de £ sont dits orthogonaux lorsque (x|y)=0 , ce que 'onnote x L y .
: Soit & ={u,u,....,u,} une base de £ .

') : identité du parallélogramme .

« On dit que la base % est normée lorsque : Vie{l,...n} , [u]=1.

« On dit que la base . est orthogonale lorsque : V(i, )€ .0, %), (4 |u;)=0 .

« On dit que la base .% est orthonormale ou orthonormée lorsqu’elle est orthogonale et normee .
Exemples

cR(1)). (xty)ilx,-y,- : |\x||=,/_'2;xi2 |

La base canonique de R” est une base orthonormale de R” .

o (M,(R),(|)), (4|B)=tr("AxB) : ||4]|=tr("44) .
La base canonique de M (R) est une base orthonormale de M, (R) .
En effet : (Ey | Ep) = tr( tEijEkh) = tr(Ethkh) = tr(sikEjh) = 6iktr(Ejh) = 6ik6jh *

Si (i, /) # (k,h) alors (E; E|= ,/(E,.j |E)=1.
p,: Soit Z={e.e,,...¢,} une base orthonormale de £ .
Soit (x,y)e E* , x=) xe et yzzz:y,.e, ,alorsona: (x|y)=>xy, et|x|= ’le_z :
i=1 i=1 i=1 =]

Preuve
11 suffit d’utiliser la bilinéarité du produit scalaire .

Ey,)=0 sinon |




Exemple

R? esit muni du produit scalaire usuel , % ={e,,e,} désigne la base canonique de R* .

Soit Z'={e|,e;} avec ¢ =(1,1) et & =(2,1) , &' est une base de R? .

Soit x=(3,2)=3¢, +2e¢,=¢/+¢; .

I’ = (3¢, +2¢, | 3¢, + 2¢,) = 3 +22=13 car % est orthonormale ,
=(g+¢|e+ep)=el +|elf +2(ef|e)=2+5+6=13.

Conclusion

Pour tout calcul dans un espace euclidien , il est toujours plus intéressant de travailler avec une base
orthonormale .

ps 2 Soit (x,y)e E* .
Les vecteurs x et y sont orthogonaux si et seulement si |x+ y| = x| + || .

Preuve

2
v +2(x]y)
Th, : Soit {z,/p.,.ﬁup} une famille orthogonale de £ , alors on a :
|2 éi“ 2o
;Z%Ii = |l
i=1 i=]

i1) Si de plus , aucun des vecteurs »; n’est nul , la famille {z,fi,....,uﬁ} est libre .

e+ =Gt yla+ ) =] +

i)

Démonstration

e I e o2 p P
1) Zlui = (;ui | Z}:ui) = Zl(ui ) :lelui” .
if) Soit (A4, ) €R? , Aty +...+ Ky, =0, Sy +.+d | =0= 07 Juf +.. 42,7, =0
= Viedl,...p} , ;=0 donc la famille {u,,...,u,} est libre .
d, : Soient 4 et B deux parties de £ .
On dit que les parties 4 et B sont orthogonales lorsque Vxe 4 , Vye B , (x]|y)=0 .
dg : Soit A une partie de £
On appelle orthogonal de 4 I’ensemble noté A* et défini par A~ ={xe £/ Vae 4, (x|a)=0} .
Pe + Soit A une partie de £, A est un sous-espace vectoriel de £ .
Preuve
VYae A,(0;]|a)=0=0, € 4+ donc A" est non vide .
Soit AeR | soit (x,y)e(41) .
Soit ae A , (x+Ay|a)=(x|a)+My|a)=0=>x+Aye 4+ .
p- : Soient I et G deux sous-espaces vectoriels de £, alors on a:

FcG=>GtcF+.
Preuve

Soitxe Gt =>VaeG , (x|la)=0=>VaeF ,(x|a)=0=>xe F*+ .
d, : Soient I et G deux sous-espaces vectoriels de £ .
On dit que F et G sont supplémentaires orthogonaux dans £ lorsque E=F® G et ' LG .
Exemple
(M,(R),( | )) est un espace euclidien, (4| B)=tr(*4B) .
S, (R) et 4,(R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux dans M, (R) , en effet :
M,(R)=S,(R)® 4,(R) est un résultat de cours , il reste a montrer que S,(R) L 4,(R) .
Soit 4€S,(R) ,soit Be 4,(R) ,
(4|B)=tr(AB)=tr(AB) ,
(B|A)=tr('BA) = tr(—BA) = —tr(BA) = —tr(AB)=—(A4| B)= (4|B)=0=> AL B .




Thy s Existence de bases orthonormales
Tout espace euclidien (%,( | )) posseéde au moins une base orthonormale .
Démonstration
Par récurrence sur la dimension de £ .
Soit pour n>1 , #(n) : tout espace euclidien de dimension n possede au moins une base orthonormale .
Etude de (1) :
Soit £ un espace euclidien de dimension 1 , il suffit de prendre pour base orthonormale un vecteur unitaire .
P(n-1)=>#(n)?
Soit £ un espace euclidien de dimension » .

E—>R
x> (x|a)”

VAeR , V(x,y)eE? , o(x+ly)=(x+Ay|a)=(x]|a)+My|a)=o(x)+Ao(y) donc pe Z(E,R)=E" .

Soient a un vecteur normé de E et @:

Soit AeR , ¢p(Aa)=A(a|a)=Aja| =% , on en déduit que ¢ est surjective donc Ime=R .

dim £ = dimker@ + dimIm@ = dimkerp=n—-1 .

kero={xe E / (x|a)=0}= Vect(a)* et dimkerp=n-1.

Vect(a)* est un sous-espace vectoriel de dimension n—1 , par hypothése de récurrence Vect(a)" admet une
base orthonormale {a,.....a,_;} .

Enfin {a,,....a, ,,a} est une base orthonormale de £ donc #(n) est vérifiée .

pg « fest une forme linéaire sur E ssi il existe un unique vecteur a de £ tel que pour tout x de £, f(x)=(x|a) .

Preuve
. r.E-R
(ks f'xl—)(xia)
(=) : Unicité ?
Soient ¢, et a, deux solutions au probléme
DVxeE ,f(x)=(q|x)etVxeE ,f(x)=(a,|x)=>VxeE, (q|x)=(a,|x)
=>VxeE ,(aq-a,|x)=0=>(q-a|a-a,)=0=>a-a,=0=a =aq, .
Existence ?
Soit # ={e,....,¢,} une base orthonormale de £ (il en existe) .

Soit xe £ |, x= ix,ei , f(x)= f(ixie,-) = ix,-f(ei) .
il = i=1

est une forme linéaire sur £ .

Onnote a= Zf(e,.)ei .
i=1

n

Soit xe £ (x|a)=(ix,-€,- iif(e,-)e,-)=zx,-f(€,—):f(x) :

i=1 i=1 i=1
Procédé d’orthogonalisation de Schmidt
Soit Z =1{b,,....b,} une base de I .
On va transformer cette base pour obtenir une base .2 = {u,....,u,} orthogonale de F .
On pose u; =b, .
U, =by, +0, 1 ,

b

(uy ) =0 ay, =_M%ll '
e

Uy = by + 0Ly Uy + Qgyldy

(3 |14) =0 054 =—(_[’L‘;1) et (u; |1,)=0=> oy, =_(b3 1;,,22) .
"ulll ||u2”

U, :bn +Q,, 24 +'“+anﬂ—lu"_1 ’
b,|u
1<k<n-1 N (Zln Iuk):():)ank :_—(”n||12k) ’



Exemples
« R* est muni du produit scalaire usuel .
Soit F' = {(x, v.o)eR /x+y+z—t= 0} , F est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de R* .
Recherche d’une base orthonormale de F'.
Soient 4, =(1,-1,0,0) , b, =(1,0,-1,0) et b, =(1,0,0,1) , Z ={h,b,,b,} est une base de F
On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a la base % .
u,=b = u =(1,-1,0,0) .

u, =b, +atyy , (u, |4)=0=(b, +ouyy |4y)=0= (b, ]ul)+0L|lulH:Z =O:a=—%:—% >
U
1 1 11
ty =by — 514 =(10,-1,0) = 5(1,-1.0,0) = (5:5-1,0) .
uy = by +Pu +yu, ,
, 2 b |u 1
(1 | 14) = 0= (by + By + 721 | 1) = 0= (B | 24) + Bl =0:>ﬁ=—W=—— ,
)|
, b, lu 1/2 1
(3 |uy) = 0= (by + Buy +yu, |u,) = 0= (b ’uz)+Y””2“2=O———>Y=_(H}l 22):_3/2= % B
U,
1 1 1 111 111
u} _b3 _iul _§u2 —(170:031)_5(]7_1:-070)—?(_2—)5:_1 O) (3 3 3 )

% =, uz.u3} est une base orthogonale de F .

Soient v, = ol 1|l \/_(1 ~1,0,0), ””;“ ‘;‘(; é ~1,0) et v, = el 3|| \/3(3,3,;,
'={vv,v;} est une base orthonormale de F'.
e R,[X] est muni du produit scalaire (P|Q)= J‘_IIP(t)Q(t)dt :
Recherche d’une base orthonormale de R,[.X] .
% ={1,X,X*} est la base canonique de R,[X]et 11X .

=1, u=X,
(by 1) Ildt
W [

{“ul u2 “ } est une base orthonormale de R,[.X] .
Y

Th, : Soit I un sous-espace vectoriel de /', alors £ =F @ F+

> 3'”2)20352_([)31%2—):0 s u3=X2_';_ :

oo

=X?+o+BX , (uy|u)=0>a=-

Démonstration
On suppose que dimF =p , 1< p<n-1ou n=dimk .

FAFt={0,}?

Soitxe FNFt=xeF etxe Fr = (x|x)=0=>x=0;

dimE =dimF +dimF*+ ?

dimF +dimFt = dim(F + F5) + dim(F A F) = dim(F + FY) < dimE

Soit {b soens } une b.o.n. de /7 (il en existe) , on la complete par bpﬂ ,---» b, pour obtenir une base de £ .
On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a { SO I NI 3 }—){b sruial U gy n} b.o.de E

Soit xe I , x=Ab, +.. +kpbp,

soit ke{p+1,...,n} , (x]u,)=0,
Vie{p+1...n}, 4 e Ft = dimF+>n—-p=dimE <dimF +dimF* .



Exemple

R" est muni du produit scalaire usuel , soit /"= {(xl,...,xn YeR" /ax +..+a,x, = O} ,

n R
Alors F' est un sous-espace vectoriel de R” de dimension n—1 , c’est-a-dire /- est un hyperplan de R” et
F+=Vect(q,,....a,) ,eneffet: R"=F@®F*=>dimF+=n-(n-1)=1 ¢t (q,..,a,)e " .
3) Orientation d’un espace euclidien
a) Orientation d’un espace vectoriel de dimension finie
Soit £ un R -espace vectoriel de dimension # (non nécessairement euclidien) .
Soient % et . %" deux bases de £ .
P, désigne la matrice de passage de la base .% ala base %" .

7 7
el o 'en

G
' =|[ : , Pge €GL,(R) donc detP, #0 .
L e

4

D
[.ﬂ@

d,, : Orienter le R -espace vectoriel £, ¢’est choisir une base % , on dit que .% définit I’orientation de £ .
Soit .%" une autre base de £, si detP,,. >0 , on dit que %" est une base directe ou positive et dans le
cas contraire , on dit que %" est une base indirecte ou négative .

Remarque

Soit £ un R -espace vectoriel orienté par la base .% .

detP,, =det/ =1>0 donc .% est une base directe .

Exemple

Soit £ =R? orienté par la base canonique .% .

Soient b =(1,2,3) , b, =(1,0,]) et b, =(-1,1,2) , Z"={h,b,,b;} est unbase de R’ .

1 1-1
detP . =|2 0 1|=-4<0 donc la base .%#" est indirecte .
3 1 2

b) Orientation d’un espace euclidien
Soit (£,( | )) un espace euclidien .

d,, : Orienter I’espace euclidien £, ¢’est choisir une base orthonormée % .

On dit que £ est orienté par la b.o.n. .% ou que % est une base orthonormée directe (b.o.n.d.) de £.
Remarque
Dans la pratique , R" est orienté par sa base canonique .
R? est orienté par sa base canonique {7/} .

4) Projecteurs orthogonaux

Rappel
Soit £ un R -espace vectoriel de dimension 7 .
On appelle projecteur de £ tout endomorphisme p de £ tel que pop=p .
Si p est un projecteur de £ alors E=kerp@Imp , kerp=§{xe £ /p(x)=0,} et Inp={xe £ / p(x)=x} .
On dit que p est la projection sur /'=Imp de direction G=kerp .
d,, : Soit p un projecteur de I : pe Z(F) et pop=p .

On dit que p est un projecteur orthogonal lorsque Imp L kerp .

Dans ce cas , on dit que p est la projection orthogonale sur Imp .

FL

I p(x)
F=Imp=f{xeE/p(x)=x} ,G=F'=kerp={xeE /p(x)=0;} .




P, : Soit p un projecteur de £ , alors p est un projecteur orthogonal ssi V(x,y)e E* | (p(x)]y)=(x] p(»)) .
Preuve
(=) : Soit (x,y)e E* .
E=kerp®@Imp , I(x.x,)ekerpxImp /x=x+x, et I y,,y,)ekerpxIlmp/y=y,+y, .
(P W)= (x5 [y +1)=(x|y,) et (x| p(¥) = +x, | 1) =(x;]y,) .
(<) : Soit (x,y)ekerpxImp .
(x[ W)= pM)=(P(X) | »)=(0; [¥)=0=xLy .
Py ¢ Soient /' un sous-espace vectoriel de £ et {5;,...,b,} une base orthonormale de /-

P
Soit x e £ , alors le projeté orthogonal de x sur F est égal a Z(x |6,)b,; .
i=1
Preuve

Soit {b,,.,.....b,} une base orthonormale de F~ .

Puisque £=F® F* | {bl,...,bp,bpw...,bn} est une base orthonormale de £ .
Soit xe £, x=Mb +..+A,b,+A, b, +..+Ab, .

p+H17p+l
On note p, la projection orthogonale sur /.
Pr(X)=prMb +..+A b, + A, b, . A D )=Mb +. +Ab, .

p+17p+l1

D’autre part , pour 1<i<p , (x[b)=(Mb +...+Ah,b, + A, b, +..+\,Db, [5)=]; d’oule résultat .
Corollaires
« Soit D une droite vectorielle engendrée par un vecteur unitaire # .

Soit xe E , le projeté orthogonal de x sur D est égal a (x|u)u .
« Soit P un plan vectoriel engendré par une base orthonormale {u,v} .

Soit xe £ , le projeté orthogonal de x sur P est égal a (x|u)u+(x|v)v .
d,, : Soient xe I et I'un sous-espace vectoriel de £ .

On appelle distance de x a /' le réel noté d(x,F") et défini par d(x,/) = inf lx=¥| .

Remarques
. {]{x -y i ,VeF } est une partie non vide minorée de R donc la borne inférieure est bien définie .
«Si xe [ alors d(x,F)=0 .
Py, : Soient xe £ et I un sous-espace vectoriel de £ .
Onnote pj la projection orthogonale sur /7, alors on a d(x,F)=|x— py(x)| .
Preuve
Py est la projection orthogonale sur /', c'est-a-dire la projection sur /" de direction /* =

Ona: pp(x)eF et x— pp(x)e F*+ .
Soit ye I,

x— sz = “[x—pF ()+[pp(x) —y]”2 = “x—pF (x)”2 +HpF(x)— y”2 car x— pp(x)e F* et p.(x)-yeF .
On obtient : d(x,F)= 1Vr€1£]|x - = }VQE\/HX— pF(x)n2 +|pr (x)—y”2 =|x— pp(x)| -

IT) Transformations orthogonales
1) Généralités
Pour tout le paragraphe , (£,( | )) est un espace euclidien de dimension » (par exemple £=R").
d, : Soit fun endomorphisme de £ : e (L) .
On dit que fest une transformation orthogonale lorsque :
Y(x,y)eE? | (f(x)| f(¥)=(x|y) : conservation du produit scalaire .
On note @(E) I'ensemble des transformations orthogonales de £ .



p,:Soit fe Z(E) .
[ est une transformation orthogonale (conservation du produit scalaire) si et seulement si
Vxek , |f(x)|=]|x| : conservation de la norme .

Preuve
(=) : 1l suffit de faire x=y dans I'nypothése .

(<) : Soit (x,y)e E? .
[+ =17 @+ 7O =1 +1 DI +20 @] £ =I5+l + 2070 £
7+ ) =l A =l + P + 20219
onadonc (f(x)| f(¥)=(x|y) , clest-a-dire fe?(E) .

p, : Une transformation orthogonale est un automorphisme , c'est-a-dire @ (E)c %7 (E) .

Preuve

Soit fe(L) .

Soitxekerf = f(x)=0; 2| f(x)|=0=|x|=0=>x=0; .

ker / ={0,.} donc l'endomorphisme f est injectif et par suite fest bijectif car £ est de dimension finie .

P; ¢ (@(F),0) estun groupe appelé groupe orthogonal .

Preuve

On va montrer que @(L) est un sous-groupe de (Z7°(£),0) .

Id,, e () donc @(E) estnon vide .

Soit (f,g2)e @(E)* .

Soit xe £, |(fog )| =] /g~ )| =|g”' )| =|x| donc foges(E) .
d, : Soit I un sous-espace vectoriel de £ .

On appelle symétrie orthogonale par rapport a /" la symétrie par rapport a F de direction <+ .
Une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan est appelée une réflexion .

Ft X

Ng(x)
s est la symétrie orthogonale par rapport a F'.
F={xeE/s(x)=x} et G=F={xe £ /s(x)=-x} .
Th, : Soit se Y (F) ,alors :
s est une symeétrie orthogonale si et seulement si s est une symétrie et s @ (F) .
Démonstration
(=) : On suppose que s est la symétrie orthogonale par rapport a /.
Ona E=F@®F" .
Soit xe £ , Ay, 2)eFxFt/x=y+z .
sl =ls(v+ I =ly==IF =+l ~2 12 =1y +]=[ et
[+ +20v [ 2= +]]
(<) : On suppose que s est la symétrie par rapport a / de direction G .
F={xeL/s(x)=x} et G=fxe E /s(x)=-x} .
Soit (x,¥)e FxG , (x| y)=(s(x)|-s(¥))=—(s(x)|s(y))=—(x|y)=>(x|y)=0=>xLy donc F LG .
Exemples
o Idy et —Id}; sont des transformations orthogonales .

*  onadonc [[s(x)|=|x] , c'est-a-dire se#(E) .

Jlf =lly+ I =y

« Les symétries orthogonales sont des transformations orthogonales .
» Attention , une projection orthogonale n'est pas une transformation orthogonale .



p,:Soit fe A(E) .
fest une transformation orthogonale si et seulement si f transforme une b.o.n. de £ en une b.o.n. de £
Preuve
(=) : Soit Z={¢,,....¢,} uneb.o.n. de £ .
fet(E)= fedZ(E)= f(£)={f(e),..f(e,)} est une base de £ .
Soit i e[La] . | £(8)] =[5
Soit (i,)) € [[Lnﬂz avec i1#J (f(e[)lf(e])) =(e iej): 0,
on en déduit que (%) estune b.o.n. de £.
(<) : Soit Z={g,,....¢,} uneb.o.n. de £ .
Par hypothese f(.%) estune b.o.n. de £'.

2

n
Soit xe £, x=le.ei ,
i=1

I/ = (/@) f(x) = (f(ix,-e,-j | ﬂ[ixi—e,.}) — (o) | Snsen=x7 =] .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=l1

on en déduit que feZ(F) .
2) Matrices orthogonales
Pour tout le paragraphe , (~.,( | )) est un espace euclidien de dimension » (par exemple £ =R") et
Z#=1{e,,...e,} estuneb.o.n. de E .

n n -xl‘l yl
. Qi 2 _ _ | _ |
ps: Soit (x,y)e E* x—Zx,.el. , -V"Z.Viei , X_V/;—LJ , Y—}/%)— y} .
’ n !_ n

On a la relation : (x| y)="XY .

Preuve
n H n )
(x|y)=Q . xe | D ye)=D.xy, car Z estune b.o.n. de £
i=1 i=1 i=l
='XY .

P : Soit fe Z(E) .
fest une transformation orthogonale si et seulement si sa matrice M exprimée par rapport a la b.o.n. %
vérifie la relation ‘MM =1 .
Preuve
fel(E)yoY(xy)eEX, (f(x)| f(»)=(x|y)
SV(X.Y)eM, (R), '(MX)MY ='XY
SV(X.Y)eM, (R), ' X("MM)Y ='XY
oS 'MM=1.
Remarques
o 'MM=1>M'M=1 ,eneffet:
puisque ‘MM =1 , la matrice M est inversible et de plus M~ ="M .
‘MM=]=MIMMM '=MM'SMM=1 .
« La matrice M d'une symétrie orthogonale s par rapport a une b.o.n. est symétrique , en effet :
sos=ld;, =>M* =1 ,seF(E)y=>"MM=1 .
"MM = M?* = 'M = M donc la matrice M est symétrique .

Attention , la matrice d'une symétrie non orthogonale n'est pas forcément symétrique .
« La matrice M d'une projection orthogonale p par rapport a une b.o.n. est symétrique , en effet :

V(x e E?, (p(x)]y)=(x| p(y)=>Y(X.Y)eM,,(R) , (MX)Y = "X (MY)

> V(X Y)eM, (R) , 'X'MY ="XMY = "M = M donc la matrice M est symétrique .
Attention , la matrice d'une projection non orthogonale n'est pas forcément symétrique .
Attention , une projection orthogonale n'est pas une transformation orthogonale .




Th, :Sotent fe.(F) et # uneb.on. de L.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) f conserve le produit scalaire : V(x,y ‘) E? L (f(x)] Fleh={x v},
ii) _,f" conserve la norme : Vxe £ [ flx }” = H; .

1) f( /“’}a,% une b.o.n. de £
i\} ‘u’: Mat _, f vérifie la re !a{}on MM =1 .
Démmxstratmn

II suffit d'utiliser les propositions p, , p, et p; .
d, : On note O,(R)={M e M, (R)/ MM =1} .
0,(R) est I'ensemble des matrices provenant des transformations orthogonales .
0,(R) est I'ensemble des matrices orthogonales .
1, (0,(R),x) est un groupe appelé groupe orthogonal .
Preuve
On va montrer que O,(R) est un sous-groupe de (GL,(R),x) .
‘I1=1=1€0,(R) donc O,(R) est non vide .
Soit (4,B)e0,(R)* ,
“{ABMYAB Y ="(BY A4B' =("BY'B'=(B'By ' =I"'=1= 4B € O,(R) .
0,(R) est donc un sous-groupe de (GL,(R),x) .
pg s Sotent fe X (L) et M=Mat, [ .
Onnote V] ..., V, les vecteurs colonnes de la matrice M , alors :
f €@(E) si et seulement si les vecteurs /] ..., V, sont deux a deux orthogonaux et normeés .
Preuve
Z={e,..e,} , M=Mat, f & Vie[Ln],f(e)=V,
fed(E)s f(#)={f(e),..f(e,)} est une b.o.n. deb<:>{ 1.V} estune b.o.n. |
Corollaire
Soit #'={¢[,...,¢,} uneb.on. de E .

On note P la matrice de passage de la base .% & la base .%" , alors P est une matrice orthogonale et P! =P .
Py 2 Soit fed(L) ,alors detf ==1.
Preuve
Soient .# une b.o.n. de et M =Mat_, /' ,ona detf =detM .
fed(EY=>MeO,(R)= "MM =1 = det('MM)=det] = (detM)* =1=>detM =+1=det f =+1 .
d,:Onnote .Y&(E)={fe@(E)/detf =1} et @ (E)={fe(E)/detf=-1} .
On note SO,(R)={M €O,(R)/ detM =1} et O, (R)={M € O,(R) / detM =-1} .
Les ¢léments de .77(FE) sont appelés des rotations .
Remarques
e« Lab.o.n % étant fixée :
L(EYye> M, (R)
Z(E)yeGL(R)
7(E)«<>O,(R) ‘biections
SO (E)> SO, (R) '
7 (E)<> 0, (R)
f +—>Mat, f
o (S77(E),0) est un groupe appelé groupe spécial orthogonal .



Exemples de matrices
« M (R)

Structure : (M, (R),+,) estun R -espace vectoriel de dimension n* .

(M, (R),+,x) est un anneau non commutatif non integre .
1, (R)={M e M,,(R) / detM =+ 0}

Structure : (GL,(R),x) est un groupe non commutatif : groupe linéaire .

e S, (R)={MeM, (R)/ ‘M=M} et 4 (R)={M e M (R)/ 'M =-M}

n(n+1)
—5

n(n—1)
>

Structure : (S,(R),+,:) estun R -espace vectoriel de dimension

(4,(R),+,") estun R -espace vectoriel de dimension
M, (R)=S,(R)®4,(R) .

0,,(R.)={MGM,I(R) / "MM =1} et SO,(R)={M €O,(R) / detM =1}
Structure : (O,(R),x) est un groupe non commutatif : groupe orthogonal .
(SO, (R),x) est un groupe non commutatif si #>3 : groupe spécial orthogonal .

III) Classification des transformations orthogonales

1) Classification en dimension 1
(E,( | )) estun espace euclidien de dimension 1 .

p,:Ona &(E)={ld;,-1d;} .
Preuve
Soit feZ(F) .
Soit {e} unebasede £, Jae £ /f(e)=ae .
Soit xe £ , IhekE /x=ke , f(x)=f(he)=Af(e)=rae=0ax .
fed(EYy=>Vxek | f(x)|=|x|=vxek, =|x|= vxek,
on en déduit que [ ==x/d, .

2) Classification en dimension 2

a) Etude des matrices orthogonales

0,(R)={M e M,(R)/ ‘MM =1} .

lo|=12a==1,

sin® cos6 ® | sing —cosQ
:0na: O,(R)={R, ,0eR}U{S, ,9eR} , SO,(R)={R, ,0eR} et O, (R)={S, ., 0eR}

Preuu

r _ .
On introduit les matrices Reztcc')se smGi‘ PecR et S _{COS(P Smﬂ . peR

(

b a> +bh* =1
M=|? CT,Mea(R)Q’MMﬂ@ “ ac+bd = o
b d| cd #+f

2

On suppose b#0 , ac+bd=0:>d=—% t+d’ =

a* +b* =1=>3a€[0,2n] / a=cosa et b =sina .
c=th=¢h oucef{-11} .
ac+bd =0=aeb+bd =0=d=-ae

. coso.  sina . cOosoL —Sina
Si e=1 alors M =| " =S, etsi e=-1 alors M =| . =R, .
sino. —cosa sinol  cosa

—]:>c =b*=>c=1b .

detR, =1=> R, e SO,(R) , detS, =—1=>5,€ 0, (R) .



b) Etude des transformations orthogonales
(£,( | )) est un espace euclidien de dimension 2 orienté par la b.o.n. % ={ee,} .
a(E)<0,(R)

SO (E) <> SO, (R)} bijections

7 (E) < 0,7 (R)]

/ Maty f

Parmi la classification , on doit trouver /d,, , —Id et % .
e Etude de .77 (E)

_[cos6 —sin@]

Soit f € SA7(E)= M =Mat,, f € SO,(R)= M =R, = sin6 cos6)]

,0€[0,2n] .

Si6=0, M=I=f=Id; .

On suppose que 6 €]0,2x] .

Soit xeE , x=x¢+x0,, f(x)=y6+»e, .

[3]_[cos® —sin®][ x, |_ {3 =xcos0—x,sind

Vs sinb coso | x, | } ¥, = X,SIn0 + x, coso

A

I

J(x)=ye + y,e, =(x,c0s0 - x,5in0)e; + (x;51n6 + x, cosO)e,
=||x||(cospcosb —singsind)e, + |x[(cospsin® + sinpcosd)e,
=||x[lcos(@ +6)¢, +||x|sin(p +6)e, .

ezj =||x[lcospe, +|x[singe, .

{ x
x=xe +xe = x| Mel +

N

f(x)

! -9
7 7/
X

On dit que f'est une rotation d'angle ayant pour mesure 6 , 6=( x/}‘”(7)) [27] .
d, : Soit ©€]0,2x[ .
La rotation vectorielle d'angle © est 'endomorphisme 7, de £ caractérisé par :
Vxe E , le vecteur r,(x) est défini par ”M: I .
(x,7(x))=0 [27]

Remarques
Seul le vecteur nul est invariant par une rotation vectorielle .
St O=n alors r, =—1d; .

e Etude de @ (F) :

Soitf €& (E)=>M=Mat, f €0, (R)=>M =5, = Eﬁ _é‘iféi]l ,0e[0,2a] .

S(P2 =[] = fof = 1d; donc fest une symétrie .
L'endomorphisme £ est une symétrie et f € @ (F) donc fest une symétrie orthogonale .
F={xeE/f(x)=x}.

_ _ cosQ sinQ| X |_| X Alene s 4 P e LeR
x=xe+xe , f(x) xc{sin(p —cosq)}[xj Lj@x A(cosze1 51n262),AeR.

Onadonc F= Vect(cos%e1 + sin%ez) et /=% : symétrie orthogonale par rapporta /.



Th, :(L,( | )) estun espace euclidien orienté de dimension 2 .

Soit fe@(F) ,onnote F'= (x E/f(x)=x} xg , I est un sous-espace vectoriel de £
Sutvant la dimension de /', on obtient pour f:

” (k) . (L) & (E)

dimF =2 /"uzﬁ '3 e e
| dim/' =1 7
diﬂ]x ~: (3 Tn kj} €§ 0 '7*({ )

¢) Compléments
v, : On a les relations

1) Rox Ry =Rose

i) (R =R,

1) S, xSy =R, -
Preuve

i) RyxRy = cos® —sin® || cosO’ —sine"} _[cosBeosd’ —sinBsin®’ —cosOsin®’ — sinOcosd’ ]|
= UK | sin® cosB | sin®’ cosO’ | | sinBcosd’ +cosOsing’  cosBcosd’ —sinbsind’ |
_|cos(6+0") —sin(p—0")| _
=| sin(0+0) sin(0+07) |~ fosor -
o _[cosb —sin6]" _‘[cosd —sind] [ cosd sinB] _
if) ()™ [sme cos(:'):] B [isine cosB | | —sin® cosO | R -
i) S, xS, _[cose  sing fcosq)’ sm(ﬂ | cospeosg’ +singsing’ cosesing —smq)cosqﬂ
@ | sing —coso || sing’ —cos@’ | | sin@cos®’ —cosesing’ singsing’ +cosecosy’ |
_[cos(0~0") —sin(p—o )}: R,
Lsm(cp —9') cos(¢—9") ¢
Corollaires
« Le groupe (. #7(F),0) est commutatif , en effet :
Ry Ry = Ryygr=Rpp = Ry x By .
« Une symétrie orthogonale par rapport a une droite est une réflexion .
Ry =§,%S,_o donc toute rotation vectorielle est le produit de deux réflexions et la premicre des deux
réflexions peut étre choisie arbitrairement .
P ¢ Soient a et b deux vecteurs non nuls de £, on note 6= (c;,\b) [27] , alors on a les relations :
(a|b)=||a|||b|lcos6 et det(a,b)=|al||b|sin6 .
Preuve
(a|b)=|d|||p|cosb : déjavu.

Soienta’:nzll et b= b . 0=(a.b)=(ab)[27] .

On note 7, la rotation Vectorielle d'angle 6 .

a'=aje +dae, , b'=ble, +be, , b'=r(a")= [bl} = [cc_)se —sm(:):l[a}} = {b = c0s9a; ~sinba;

b; sinf cos6 by =sinBa| +cosba;
|a cosBa] —sinbaj| L
” “”b”det(a D)= det(. ) det(a',b') = d sinBa! +cosod, sme(a1 +a2 )=sind .

Ps : Soient 7, la rotatlon vectorielle d'angle © et ¢ un vecteur unitaire de £ .
On a les relations : (a|r(a))=cosB et det(a,r(a))=sind .
Preuve

11 suffit de remarquer que ( LZ%(\a)) =0 [2n] et utiliser la proposition précédente .



3) Classification en dimension 3
a) Préliminaires
(E.( | )) estun espace euclidien de dimension 3 orienté par lab.o.n. Z ={e,e,,¢} .
Soit fed(F) .
On note toujours I ={xe £ / f(x)=x} , I est un sous-espace vectoriel de £ .
E=F@®F' :VxeE ,A(y,z)eFxFt/x=y+z .
JX)=fy+2)=fW+f(2)=y+ 1) .
Pe: Soit fed(E) .
i) F* est stable par f.
i1) La restriction de fa I+ est une transformation orthogonale de F* dont le seul vecteur invariant est
le vecteur nul .
Preuve
i) Soit xe Ft .
Soit ye I, (f(0)|»)=(f/(x)| f(W)=(x[1)=0= f(x)e F* .
.. Fto
i1) f 0 x> F(x)
f e Z(E) et F* est stable par f'donc f'est un endomorphisme de F* .
fel(E)> [, eOF") .

Soit x invariant parf,,, =>xe F* etf(x)=x=>xeF etxe Foxe FNF = x=0, .

La classification s'effectue suivant la dimension des vecteurs invariants .
Remarques

¢ Si dim/"=3 alors F'=F donc f=1d, .

detld, =det/ =1= f e .Y (F) .
« Parmi la classification , on doit trouver Id, , —Id,; , 3}, et %} .
b) Etude lorsque dim F =2

dimF =2 , F est un plan vectoriel : F'=P .

F+ =D : droite vectorielle .

J/,p € Z(D) avec pour seul vecteur invariant le vecteur nul donc f,, =-1d,, .
Soit xe £ , x=y+z ,yeP ,zeD , f(x)=f(y+2)=f(»)+f(z2)=y—-=z .
fest la symétrie orthogonale par rapporta P: f =% .
/fest donc une réflexion .

Soient {b,,b,} une base de P et b, =b, Ab, , byeD .

' ={b,b,.,b;} estune base de £ .

D

J ()

100
Matgysz':l:O 1 o} ,detM'=-1= fed (E) .
0 0-1



¢) Etude lorsque dim F =1
dim/ =1 , I est une droite vectorielle : '=D .
I+ =P : plan vectoriel .
J,p € @(P) avec pour seul vecteur invariant le vecteur nul .

On oriente le plan vectoriel 7 en fixant une b.o.n. {b,,b,} de P .
Jip =1y, 6€]02n .
Soit xe I, x=y+z,yeD ,zeP, f(x)=f(y+2)=f(+[f(2)=y+r(2) .

D
Zzéf/;hﬁﬁiiy x

: On dit que f'est une rotation d'axe D et d'angle ayant pour mesure 0 , f = Ko -
Sment {b,,b,} uneb.on.de Pet b, =h Ab, , b,eD .
#'={b,b,,b;} est une b.o.n. directe de £ .

[’cos@ —sin@ 0
Mat!%,,f:M’:Lsi(r)iﬁ c%s@ (1) , detM'=1= fe .57 (L) .

Remarques
o Si O=mn , fest la symétrie orthogonale par rapporta D : 1), .\ = B«
On dit aussi que f est un retournement ou un demi-tour vectoriel .

« Méthode pour calculer la mesure de l'angle 6 :
On calcule la droite vectorielle D , on en déduit l'orthogonal de D , c'est un plan vectoriel P .

On oriente le plan vectoriel P en fixant une b.o.n. % ={5.,5,} de P.

(5| £8) =il () llos(t £ ()= cos .
(5, 75 = [l ) leosChy 7 (3) = cos(B-T) =sind

A l'aide de cos6 et de sinB , on détermine une mesure de l'angle 6 .
d) Résumé
Th,: (£, | )) estun espace euclidien de dimension 3 .
Soit fe@(F) ,onnote /= {\ el /f(x)= .\'} , I est un sous-espace vectoriel de 7 .

Suivant la dimension de /7, on obtient pour f:

) &(F) S(E) @& (E)
T o o |
| dmF=3 | I,

dimF =2 | 5

dimF =1 | 7rpe »9€]0,27] :

| dimF =0 | 7090 »0€)0.2a] |

Remarques
- s
ePour 0=7 .75, =% .

o 7ip9y0 =Y 0npg, etpour O=7 , 1y, 0% =0y =



