
I) Produit scalaire
1) Espace euclidien

d, : Soit E un R -espace vectoriel .

On appelle produit scalaire surE"toute application ( I ) de ExE rlans R vérifiant :

ù V(t,y)eEz ,(*ly) =(ylr),
ii) Vî, e R, V(x,y,z) e É, (x + ?uy I z) = (xl z) + )'(yl z),
iii) Vxe E, (xl x)=0ê r=0r,
iv) VxeE, (.rl-r)>0.
Le réel (* I y) s'appelle prodüt scalaire des vecteurs x ety .

Remarques
. (x 

I 
y + ?'z\ = (y + )o I *) --(y l r) + À(z I x) = (x 

I 
y) + )'(xl z) .

( I ) est une forme bilinéaire symétnque .

. Le prodüt scalaire de deux vecteurs x ety se note aussi <.r,y> ou x - y
Exemples

. E:R, , soit (x,y)€(R")2 , x:(x1,...,x,) , ÿ=(yr,...,ÿn), onpose (rly) --i*,r,
=l

( | ) est un produit scalaire sur R"

Ce produit scalaire est le produit scalaire usuel de R" .

. E ='€(la,bl,R) , soit (/',g) e '€([a,bl,R)' , on pose ( / lg) =

^ lb,:,tj i"f )-0e I J'çridt =fiça V,i eia,bf ,.f'(t)=0e Yr ela,bf ,f (r)=Üe f =9,
( I ) est un produit scalaire sur G'{la,h],R) .

. E=R,,[x] , soit (P,Q)eR,[J(]2 , ônpose (PlQ)=
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!',r1'1çç'1a'
( I ) est un produit scalaire sur R""[X] .

. E=M,(R), soit (A,Ble M,(R)', on pose (AlB)=t(t Ax B) .

On va montrer que ( I ) est un produit scalaire sur M"(R) .

i) Soit (l,B)€M,(R)2 ,
(Al B) = tr(' Ax B) : trlt (t AxBI : tr('tr x A) = (B I A)

ii) Soitl,e R" ,soit(A,B,C)eM,(R)3 ,

(A+?rBlC)=trl'(A+ÀB)x Cf=tr[('A+ÀrB)x C7=tr('AxC +]vtBxC)=tr('AxC)+tr tr(rBxC)
:(Alc)+ À(B lC) .

iii)SoitleÀ/"(R), , n

A:(ai) ,,A=(a,) avec a,o =aii , tAx A:(bù ,bu =Zo,*ag:f,aman .

(AlA)=tr('Ax A)=ÿb,, =i^(f="r,')= ,Jr*or' 
.

I1 vient . (Al A)- 0 <+ V(,,f ). E,rtr , or' =0 <+ V(1,È). F,rtr , aki =0 e A: 0.,(R) .

iv) Corollaire du iii) .



d, zUn espace euclidien est un couple (8,( I )) où Ë est un R -espace vectoriel de dimension finie et
( I ) un produit scalaire sur E .

Remarque
Si E est un R" -espace vectoriel et ( I ) un produit scalaire sur E, on dit que (8,( | )) est un espace

préhilbertien.
Exemples

. lR' est un R" -espace vectoriel de dimensioîn .

Muni du produit scalaire usuel , (R",( | )) est un espace euclidien .

. €(la,bf,R) est un R" -espace vectoriel de dimension infinie .

v(f ,s)e€qa,bl,R)' , (f lù=lu ft)g(t)dt .

(€(la,bl,W),( I )) est un espace préhilbertien .

. R,[,Y] est un R" -espace vectoriel de dimension n+l .

v(P,O)e R,[x]2, (P le) = ['_rrO>AQ)dt 
.

(R,[X],( | )) est un espace euclidien.

. M"(R) est un R- -espace vectoriel de dimensian n2

V(A,B)€M,(R)2 , @lB)=tr(tA"B) .

(I1"(R),( | )) est un espace euclidien .

Th, z Inégalité de Schwarz

Soit Ë un 1[{ -espace vectoriel muni d'un produit scalaire ( I ) , alors on a .

V(x,_y) e Li2 , (rlù' <(xlxXyly) .

Démonstration
Soit À€R, on pose f(À)= ().r+ yl?r*+ y) .

T (X) = i"2 (x 
| "r; + À(x I ù + ?"{y l r) + (y I y) = (, I x)À2 + 2{x I 

y)?' + {y I ù .

VÀ e R", r(I) > 0 = A' < 0 =+ (;r I y)2 - (xl r)0 I y) < 0 = (x I »2 < @l r)0 I 
y)

d, : Soit (8,( I )) un espace préhilbertien.

Soit x eE ,onpose llxll={,l"r) .

Remarque
On a la relation : Y(x,y)€ E2 , (r ly) < llrllllyll
Applications

. E =R' , (x lù=f*,y, , ( I ) est le produit scalaire standard de R' .

,=1

,rz -)(2., r,)' . [Ér, )[â 
y,,)

\i=t / \;=

. E =€{a,b),w) , (f lil= lu f t,)r{r)ttt .

rnégar ité de Schwarz - (!' f o s(ù d t) r(!', f' u > r,)(l: O o d,)

p, : Soit (8,( I )) un espace préhilbertien , alors on a :

v(x,y)e E2 ,llr*yll< llrll*llyll : inégalité triangulaire .

Preuve

Soit (x,y) e E2

ll**yll' =(x* ylx+y)=llrll'*llyll'+2(xly)<llrll'*llyll'+2ll"rllllyll=ftll*llylll'

= ll"r + yll < ll,ll* llyll



p2 : Soit (,E,( I )) un espace préhilbertien , alors ll ll= Jil ) est une norme sur E , c'est-à-dire

i) YxeE, llrll=0<>x =08,
ii) vÀe R, vxe r,llr-rll=lr,lllrll ,

iii) v(-r,y) e E2 ,ll, * yll< llrll* llyll : (inégalité triangulaire) .

Preuve
i) Soit x e Ii , ll"rll= Q ç3 vG lx) =Q43(rlr)=Qç1r=0p,
ii) Soit (î.,x)e Rx Ë, llUll=,[Àrl Lr) =
iii) C'est exactement la proposition 1 .

Remarque

'(, i r) =lr"l/, 1 I = lrlllrli,

Si (,E,,( | )) estunespacepréhilbertienalorsEestunespacevectorielnorméavec llxll=\fi;lr) .

dnz Onappelle norrne euclidienne une norme définie à l'aide du produit scalaire d'un espace euclidien

Exemples de normes euclidiennes
fi

. (R",( I )) , (rlù=Z*,y,-llrll= i.:
i=l

. (R,[x],( I )) , (Pl0)=J',r1 ÿQQ)dt-llPll= l-,rç*f a'

. (n[,(R),( I )) , (-4lB)=tr('ArB)-+llAll=Jtr(AA)
p, : On a les relations .

i) ll* *.rll' = ll,l[ * llyll' +2(xly) ,

ii) llx - yll' =ll,ll' * llyll' - 2(x\ y) ,

iii) llx + yll' + ll, - yll' = ztllrll' * llyll') : identité du parallélosramme

Preuve

i) llx + rll2 = (x + y 
I x + y) = (xl .r) + (x I ù + 0 I ù + (yl y) = llrll' * llyll' + 2(xl y) .

Corollaire
Vxe E, (rl0r)=0, il suffit de faite y=0r dans i).

2) Orthogonalité dans les espaces euclidiens
Dans tout le paragraphe , (8,( | )) est un espace euclidien de dimensioîn .

d.:Deuxvecteurs xetydeËsontditsorthogonauxlorsque (rly)=0 ,cequel'onnote xIy .

du : Soit I =fur,ur,...,un\ une base de E.
. On dit que la base .4 est normée lorsque : Vl e {,...,n1 , llr,ll= t

. On dit que la base .:4 est orthogonale lorsque . Y(i,i).1,...,n\' , i+ i , (u,lu,)=O .

. On dit que la base .9 est orthonormale ou orthonormée lorsqu'elle est orthogonale et normée

ExemPles 
n f n

. (R",( I )) , (rlt)=lr,y, , llrll=,iàrl

La base canonique de R"" est une base orthonormale de R' .

. (n4(R),( I )) , (,418)=tr('l*r) : ll,all =Ji(aA) .

La base canonique de M"(R") est une base orthonormale de M,(R") .

En effet : (Eü I E *) = tr(t Eij Ekù = fr (E 1iE*t)= tr(ô;687r ) = E n t(E iù = ô;p6p .

Si (r,7) +(k,h) alors (E', lE*)=O sinon llurll= {Ç14;=t .

p* : Soit I ={e1,e2,...,en\ unebase orthonormale de E .

Soit (x,y) eE2 , *=i*,u, et y-Zro,,alorsona: (x lù=i*,y,et llxll =W
Preuve
Il suffit d'utiliser la bilinéarité du produit scalaire .



trxemple

R-2 est muni du produit scalaire usuel , I =lq,rrl désigne la base canonique de R"2 .

Soit .9':{ri,4\ avec ei=(1,1) et 4:(2,1) , 9' estunebasede R"2 .

Soit -r =(3,2)=3er+2ez=ei+4. .

llrll' = (3er+2ql3er+2q)=32 +22:13 car I est orthonormale,

= (ei + ei | "i 
+ 

"r)= ll 
rill' *ll"rll' + 2(ei I 4) = 2 + 5 + 6 = 13 .

Conclusion
Pour tout calcul dans un espace euclidien , il est toujours plus intéressant de travailler avec une base
orthonormale.
pr: Soit (x,y)eEz

Les vecteur s x et y sont orthogonaux si et seulement si llx + /f = ilrf * ilyll'
Preuve

llr*yll' =(x* ylx+y)=llrll' *llyll' +z(xly) .

Thrt Soit ?r,...,r0]. une famille orthogonale de.ô , alors on â:

ù E-lr
?r..',uol est libre

Éil,,11'
,=1

ii) Si de plus, aucun des vecteurs ?,1, n'est nul , la famille

Démonstration
llp lÊ p p P P

', llE-ll 
=,2,, tZ",) = l{", t ") =Zl4,ll'

ii) Soit (X1...,)"p).R' ,?rrur+...+Xruo=0r 3llI,q * ...+),ourll2 =0= t"r'll")l'+...+)"r2llrrll'=O

= vl e 1...,p\, À, = 0 donc la famille ?r...,u0\ est libre .

r/, : Soient A et B deux parties de E .

Onditquelesparties AetB sontorthogonaleslorsque YxeA, Vye ts , (.xly)=0 .

+'; : Soit A une partie de E .

Onappelleorthogonaldell'ensemblenoté AL etdéfini par AL={xe E lVaeA,(xlr)=0}
6r,, : Soit A une partie de E ,,4r est un sous-espace vectoriel de E .

§r!g'4;131 É)

Vae A, (0, 
{ a)=0=0, e AL donc AL estnon vide.

Soit )" e R , soit (x,-y) e (At)' .

Soit a eA , (x+)"ylo)=(xla)+t'(yla)=O=r+)"yeAL .

1;- r Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E , alors on a :

Fc.G=Gr c.FL
â,ls,;":titr t-'

SoitxeGr = Ya eCi, (*lo)=0:) Yae F, (xla)=0= xe F-L

rr" : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E "

On dit que tret G sont supplémentaires orthogonaux dans Ë lorsque E = F OG et F LG .

(l/,(R),( I )) est un espace euclidien , (AlB)=tr('AB) .

^S,,(R) et d(R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux dans i1,,(R) , en eflèt

M,,(R)=S,(R)@,4,(R) estunrésultatdecours,il resteàmontrerque §,(R)r,4(R).
Soit l€^S,(R) , soit B€,4,(R) ,

(Al B) = tr(' AB) = tr(AB),
(B I A) = tr(î BA) = tr (* BA) = -tr (BA) = -tr(AB) = -(A I B) = (A1 B) = 0 :> A I B .



Iâ, : Existence de bases orthonormales

Tout espace euclidien (,F,,( I )) possède au moins une base orthonormale .

Démonstration
Par récurrence sur la dimension de E.
Soit pour n)l , .q(n) : tout espace euclidien de dimension n possède au moins une base orthonormale .

Etude de 9(t) :

Soit E un espace euclidien de dimension I , il suffit de prendre pour base orthonormale un vecteur unitaire .

9(r-l)= 9(n) ?

Soit E un espace euclidien de dimensioî n .

Soient a un vecteur normé de E et *, fjf}t rl
Vi,eR" , V(r,.y) eE2 , q(x+luy):(x+)'yla):(xla)+t(yla)=«p(x)+tq(y) donc çe-7(8,R"):8" .

Soit À€R , <p(Àa)--k(ola)=Àllcll'z=À ,onendéduitque e estsurjectivedonc Imrp:p
dimE = dimkerq + dimlmq = dimker«p = n -I
ker<p= {*.8l(xla)=0}=Vect(a)} et dimkerg =n-l .

Vect(a)a est un sous-espace vectoriel de dimensi on n-l , par hypothèse de récurrence Vect(a)r admet une

base orthonormale {nr,...,or-r\ .

Enfin {ap-.,ao-r,al est une base orthonormale de E' donc 9(n) est vérifiée .

prrfestuneformelinéairesurEssiilexisteununiquevecteur adeE telquepourtout xdeE, f{*)=(xla)
Preuve

- E-+R(e) : f ,i - iilo) .tt une forme linéaire sur E .

(*) :Unicité ?

Soient a, et a, deux solutions au problème

= V;r e E,f(x) = (atl.r) et V.ne E,f(*) = {a2lx) = V-r e E, (arl r) :(4, 
| -r)

=Vx eE ,(ar-azlx)=O+ (at-azlrr-or):0= q-a2=0a â ar:a2 -

Existence ?

Sait .Q ={er,..,en} une base orthonormale de E (il en existe) .

Soit x eE , x=f*,n, , f(x)={t.,",\=ÿx,.f(e,)r=r \-=a ) i=t

on nore o--ÿf@,)u,
l=l

Soit -r e E , (xlg=(ÿx,e,lÿ,f e)r,)--ÿ*,f (u,)= f (x) .

i=l i=l i=l

Procédé d'orthogonalisation de Schmiclt
Soit "%:{E,...,b,| une base de E.
On va transformer cette base pour obtenir une base .@' = {u1...,1rr} orthogonale de E .

On pose h=4 .

uz : bz * d,21î11 ,

(u.iur)=0=ü2r =- lbzl"i't
rr rr2

llarli
a: = bi + cLJ ltlt * ct121c2 ,

(urlur):0 
=» 

or, : -@11ù
ll",ll'

et (er, 
I u2)=0â ü:z :-(b'lu?)

ll,, lllll-]t

_(b"lrr)
ll"rll'

ün = bn + a.ntt\ * - -- * clr,r-ftr-1,

l< k < n-L, (u, lur) : Q 3 slno =



Exennples

. Ra est muni du produrt scalaire usuel .

Soit F ={(x,y,z,t)eR-4 / x+y+z-t=O} ,f estunsous-espacevectorieldedimension3 de Ra .

Recherche d'une base orthonormale de .F.
Soient 4 =(1,-1,0,0) , bz=(1,0,-1,0) et br:(1,0,0,1) , .%={4,tr,4} estunebasede.F-.

On applique le procédé d'orthogonalisation de Schmidt àlabase I
h=4)'Ltr:(1,-1,0,0) .

uz=bz+u.nt, @rlur)=0+ (br+aurlr,)=0 >(brlz,)+ollqll2 =0= o=-(!zll'-:) =-1 ,rr rrr 
il",11' 2'

uz = bz - lr, =(1,0,- 1,0) - |tr,-,,0,0) = t),1,-1,01 .

ut=bt+pur+yur,

(u. 
1 
ur) = 0 = (br + Bur + Tuz l u) = 0 = (bt l q l * Fllr,ll' = 0 = u = - 

( i: l i ) 
= -+,

ll'rll

lut i uz) = 0 + (b, + gu, + Tuz I u2) = o= (ô: I ur) + yllrll' = 0 = y = -gl9 = -#= -+,
Ilr:ll

ut : bt -r", -\u, =(1,0,û,i) - |{,,-r,o,o l_-\$,}-r,o i = tl,f,},r;
.à = *rr,rr.,zz,) est une base orthogonale de tr .

soient ,, =ffi =$*r,-r,0,0) . v2=ffi= Ërl.i.-r.o) et ,,=ffi=fi,1,1,1,'l

.;r3' = lvrvrvr) est une base orthonormale de F .

. RzIX] est muni du produit scaiaire (Pit))=Jl,o,, \Q(r)dr

Recherche d'une base orthonormale de Rr[X] .

;4 ={1,X,X2} est la base canonique de R,[X] et 1L X
ul=7,ü2=X,

,(utluz)=0=F=-
(brlur')

ll'rll'
=0 , il3=*'-\ilt= Xz-rcr+BX, (utlur)=0= o=-@'lY! =ry"

ll",ll' l_,0,

1

a
J

,r,=t.y,,,iL 5l est une base orthonormale de R,[x]-' - 
1J[,,ï'llr]1'ljaïl

llrn : Soit F un sous-espace vectoriel de l) , alors /l = 1'- @ F'r .

Démonstration
On suppose que dimF: p ,l< pln-1 où r=dimf .

F aFL:{ou} r
Soitx eF r-tFL =>xe F etxeFr =(rlr):0+ x=AE

dim4:dimF+dimFr ?

dimF + dim,F'r = dim(F + F' ) + dim(F ô F a 
) = dim(F + F' ) < dim.E .

Soit l\,...,br) une b.o.n. de .F, (il en existe) , on la complète par bpt ,... , b, pour obtenir une base de E -

On applique le procédé d'orthogonalisation de Schmidt à l4,...,be,bo*t,..,b,1-+ {br...,bo,uo+r,...,u,\ b.o. de E

Soit -r eF , x--Lrbr+...+)"obo ,

soit É .{.p+1,...,n\ , (*luo)=0 ,

Vke{1t+1,...,n\ ,uoe FL =+dim.F-r 2n- p=dimE<dimF+dimFa .



l,xemple

R-" estmuniduproduitscalaireusuel,soit 17=(r,,...,r,)eR" / aft+...+anl,,=0) .

Alors .E est un sous-espace vectoriel de R"' de dimensiaî n- I , c'est-à-dire F est un hyperplan de R" et

Fa = Vect( a1,...,an), en effet : R' = F @ FL = dimFa = n - (n- 1) = 1 et (ar,...,ar)= tr'
3) Orientation d'un espace euclidien

a) Orientation d'un espâce vectoriel de dimension finie
Soit E un [t -espace vectoriel de dimension rz (non nécessairement euclidien) .

Soient .:4 et .:4' detxbases de E .

P**, désigne la matrice de passage de la base .9 àlabase "Ç'

4...e'"

il;D1g!E' - , F.z.z,e G1-,,(,[t) donc deIPn*, +0

d,, : Orienter le R -espace vectoriel E, c'est choisir une base fi , on dit que JZ défrnit l'orientation de E.
Soit "9' une autre base de E , si detP**, > 0 , on dit que 9' est une base directe ou positive et dans le

cas contraire , on dit que 9' est une base indirecte ou négative .

Remarque
Soit E un R -espace vectoriel orienté par la base I
detP** = detl = 1> 0 donc "% est une base directe .

[Jxemple

Soit E = R"3 orienté par la base canonique .%

Soient 4=(1,2,3) , b2=(1,0,1) et \:(-1,1,2) ,.@'={\,br,n\ estunbasede R3 .

detP,7.z,

1 1 -12A 1

312
b) Orientation d'un espâce euclidien

Soit (8,( I )) ,n espace euclidien .

d,, : Orienter l'espace euclidien E , c'est choisir une base orthonormée 9J .

On dit que.E est orienté par la b.o.n. .:Z ou que .9 est une base orthonormée directe (b.o.n.d.) de E .

Remarque
Dans la pratique , 1R.' est orienté par sa base canonique .

R.2 est orienté par sa base canonique f,j] .

4) Projecteurs orthogonaux
Rappel
Soit E un R -espace vectoriel de dimensioî n .

On appelle projecteur de E tout endomorphismep de E tel que pop = p
Sip est un projecteur de Ealors E = kerp@ Imp, ker p - {x e E I p(")= 0E} et Imp - {x e E I p(x)= ;çl

Ondit quep estlaprojectionsur F=lmp dedirection G=kerp .

drr:SoitpunprojecteurdeE pe9(E) et pop=p .

On dit qve p est un projecteur orthogonal lorsque Imp Lkerp .

Dans ce cas , on dit quep est la projection orthogonale sur Imp .

--{q0 donclabase "Ç' estindirecte

t;Lt'I .. I| ^,/l
' / )ur,,

F=lmp ={.re E lp(r)= r} , C=F I =kerp={.re E lp(.r)=0r}



, Soitpunprojecteurde.D,alorspestunprojecteurorthogonalssi V(x,,y) cE) , (p(.x')]:r)=(rlp(.y))
Preuve
(=) : Soit ("r,y) e Ez

E =ker p@ïmp, 1(xr,xr)e kerpx Imp I x = xt * x, et 1(yr,yr) e kerp xlmp I y = y, * ÿz .

(p(x)l y) = (*rl y, + yr)= (.rz I y) et {*l ptù)= (.q * xrl y) = (xzl y) .

(e) : Soit (x,y) ekerpxlmp
(rly) =(xl p0ù=(p(x)ly)=(08, ly)=o = x Ly

prr, : Soient F un sous-espace vectoriel de E et {br, ,br} une base orthonormale de F .

Soit xeE, alors le projeté orthogonal dex surFest égal U Éf, lb,)b,
j=1

Preuve

Soit {ôr*r,. .,ô,} une base orthonormale de Fr .

Puisque E = F @ tr1 , {4,...,b0,b0*r...,brl est une base orthonormale de E .

Soit ;r eE , x=Lt4+...+)"rbr+Lp*tbp+t+...+)"nb, .

On note pr la projection orthogonale sur F.
p r U) = p r (Lût + ... + )u ob, + L p*tb p*t + ... + ?u nbn) = Ltbt + ... + )u 

ob o .

D'autre part, pour 1<i< p , {xlb,)=(}"P1+...+}uobr+Lp*tbp*r+...+}u,bnib,)=L, d'où le résultat.

Corollaires
. Soit D une droite vectorielle engendrée par un vecteur unitaire z .

Soit x e E ,le prqeté orthogonal de x sur D est égal à (xlu)u .

. Soit P un plan vectoriel engendré par une base orthonormale {r,ol .

Soit x e E ,le projeté orthogonal de.r sur P est égal à (xlu)u +(x lv)v .

dr, : Soient x e E et.F un sous-espace vectoriel de E .

On appelle distance de.r à F le réel noté d(x,F) et défini par d(x,F)= i:Ill, - yll

Remarques
. {1, - yll , y e Fl est une partie non vide minorée de R" donc la borne inférieure est bien définie .

. Si -reF alors d(x,F)=$ .

p,, : Soient x e E et F un sous-espace vectoriel de E .

On notc pr laprojection orthogonale sur ,tr, alors ona d(x,F) = llr- pr!)ll .

Preuve
p, est la projection orthogonale sur F-, c'est-à-dire la projection sur tr de direction .Fa .

On a : pr!)e F et x- pr@)e FL

Soit yeF ,

ll'-yll' =lltr- pr@)l+lpF@)-Àll'=llx-pr(x)ll'+llp.1r)-yll' cat x*pr@)eFr et pr?)-veF
On obtient . tt (x.F) = ilf ll* - /i = ill, - pr@)ll' *llp"(r) -vll' =llr-prtrlll

II) Transformations orthogonales
1) Généralités

Pour tout le paragraph e , (E ,( I )) est un espace euclidien de dimensi on n (par exemple Ë' = R' )
d, : Soit/un endomorphisme de E : f e 9(E) .

On dit que/est une transformation orthogonale lorsque :

V(x,y)e E2 , U@)l f @)= (x ly) : conservation du produit scalaire .

On note A(D I'ensemble des transformations orthogonales de.E.



pr:Soit f e?(E).
/est une transformation orthogonale (conservation du produit scalaire) si et seulement si
Vx e E , lll(r)ll= ll*ll , conservation de la norme .

Preuve
(=) : Il suffit de faire s: y dans I'hypothèse .

(e) : Soit (x,y) e E2

llf G* ùll' =llf @+ f (ùll'= lll(r)ll' +llf @ll' +2(f (x)l f (v))= ll,ll' *llyll' +2(f (x)l.f uD ,

llf U * ùll' =ll* * yll' = ll,ll' * llyll' + 2(xl y),
on a donc {f(*)l f{y))={*lù, c'est-à-dire f e0(E) .

pr:Une transformation orthogonale est un automorphisme , c'est-à-dire e@)c.91(E) .

Preuve
Soit / eê(E) .

Soitx eker f = .f(x)=0Ë 3 ll/(r)ll=0+ lirll=o=x= 0r .

ker f :{0r} donc I'endomorphisme/est injectif et par suite/est bijectif car E estde dimension finie
pr: (O(E\o) est un groupe appelé groupe orthogonal .

Preuve
On va montrer que €(E) est un sous-groupe de (91(E),o) .

Idu eCI{E) donc 0(E) est non vide .

Soit (/,g) e?(E)z .

soit .r . z , ll{frs-'Xr)ll= llng-'trltll : llg-'t.rlll : llxll donc /bs' e o(E)
d, : SoitF un sous-espace vectoriel de E .

On appelle symétrie orthogonale par rapport à F la symétrie par rapport à tr de direction Fr .

Une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan est appelée une réflexion .

x

,ç (;r)

s est la symétrie orthogonale par rapport à F .

f'=be E ls(x)=.r) et G=FL ={xe E ls(x)=-r}.
Ilr, : Soit s e.l'(?,) , alors :

s est une symétrie orthogonale si et seulement si s est une syrnétrie et s e {.:{fi) .

Démonstration
(=) : On suppose que s est la symétrie orthogonale par rapport à F.

Ona E =FCIFr .

Soit x aE, l(y,z)eFx FL I x- y+ z

llr(r)ll' : ll"(y * ,)ll' =lly - ,ll' =llyll'* llrll' -z(yl ,) = llyll' + llell' et

llrll'=lly*rll' =llyll'*llrll'+2(ylr)=llyll'*llrll',onadonc lls(x)ll=llrll ,c'est-à-dire se g(E) 
.

(e) : On suppose que s est la symétrie par rapport à F de direction G .

P =beE I s(x)=x) et C=beE I s(x)=-r) .

Soit (x,y)eFxG, ("ly):(s(x)l-"(y)):-(s(x)lr(y))=-(rly)=("ly):0+ xLy donc trIG
Exemples
. Id, et -Id, sont des transformations orthogonales .

. Les symétries orthogonales sont des transformations orthogonales .

. Attention , une projection orthogonale n'est pas une transformation orthogonale .

trl



p{:Soit f e9(E).
/'est une transformation orthogonale si et seulement si/'transforme une b.o.n. de Ii en une b.o.n. de E .

Preuve
(=) : Soit .:Z ={er,...,un\ une b.o.n. de E .

f e CI (E) = "f e -€l (E) ) f (q) = {f (q),..., f (u")} est une base de E .

soit ; e[t,n], llf@)ll:ll4ll,
Soit (1,7).P,rl' avec i+ j , (f (e,1171"))=(e,le)--A ,

on en déduit que f ("@) est une b.o.n. de E .

(e) :Soit "9={q,...,en} uneb.o.n. deE.
Par hypothèse f (.9) est une b.o.n. de E .

Soit x eE , x=ÿ*,u, ,
i=1

lll(,)ll' =(f (x)lf (*))=rr(Z*,",)tr(\.n,)r=rÿ.,r@li*,f(n,))=fi.: =ll*ll' ,
\i=t

on en déduit qre f eO(E) .

2) Matrices orthogonales
Pour tout le paragraphe , (8,( I )) est un espace euclidien de dimensi on n (par exemple E = R"" ) et

9 ={q...,en} est uneb.o.n. de E .

p.: Soit (x,y)e E' , r=fr,", , ,=tr,u, , X =/.*=[l'l Y =y/.,/=[ili=t i=r L*,) Ly,l
On a la relation . {xl y) ='XY

Preuve
nnn

Gi ù = {\x,e,lZy,u,):Z*,y, car "Ç est une b.o.n. de E
i=l j=l i=l

-|wt,_ ,\l

pu:Soit f e?(E).
/est une transformation orthogonale si et seulement si sa matrice M exprimée par rapport à la b.o.n. -9
vérifie la relation 'lvl l = I

Preuve

f e 0(E)<+ V(x,y) e E2 , U{*)l f UD = (r ly)
e v(X,)') 

= 
M,,,(R)' , t (l[x)MY ='xY

eY(X ,Y). M,,,(R)2 , 'xç'ArlÀ[1Y =txY
e'lL rI=I .

Remarques
. lJuIluI - I ç l[îlv{ = I, eneffet :

puisque 'MM =1 , la matrice M estinversible et de plus M-1 --'M
, A,[M = I e M(IMA[)M_, = MAT_1 e M, M = I

.Lamatrice M d'une symétrie orthogonale s par rapport à une b.o.n. est symétrique , en effet :

sos : Idt= M2 = I, s eO(E)*'MM = I
'luîul = M2 ='M = M donç la matrice M est symétrique .

Attention , la matrice d'une symétrie non orthogonale n'est pas forcément symétrique .

.Lamatrice À4 d'une projection orthogonale p par rapport à une b.o.n. est symétrique , en effet :

Y (x,y) e 82, @U\ ù = (xl pUD = Y(X,Y)e 1,,1,.,(R")2, t (AIX)Y = 
t X (luIY)

=V(X,Y)€M,,(R)2 ,tX'MY:|XMY ='M:M donç lamatrice M est symétrique.

Attention,la matrice d'une projection non orthogonale n'est pas forcément symétrique .

Attention, une projection orthogonale n'est pas une transformation orthogonale .



Tltrz Soient "l' c./(E) et .9J une b.o.n. de Ë .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) ./ conserve le produit scalaire : V(x, v) e E2 , t/ {*)l "/'(y)) = (x 
I -y) ,

ii) ./ conserve la norme : V-re g , ll/t"lll=llrll ,

ii|1"/'(.:à) est une b.o.n. de 1r ,
iv) h4 = Mat,r./ vérifie la relation ' h1À.{ = I

Démonstration
Il suffit d'utiliser les propositions p, , p+ ?t po .

dr: Onnote Q(R)={lt{ €À4,(R) I tv,ût'{ =Il .

O"(R) est I'ensemble des matrices provenant des transformations orthogonales .

O"(R) est I'ensemble des matrices orthogonales .

p? : (q(lR),x) est un groupe appelé $oupe orthogonal .

Preuve
On va montrer que Q(R") est un sous-groupe de (GÇ(R),x) .

'il = I ) i eo"(R) donc Q(R) est non vide .

Soit (l,B)=q(R)' ,

t(AB1)(AB-1)= r(B-1)'AAB-| =(B)-18'1 =(BtB)-t = I-t - I ) AB-t €O"(lR-) .

O"(R) est donc un sous-groupe de (GI,(R"),x) .

p, : Soient f e 9(E) et Iv{ =Mü* f .

On note 4 ,..., V,les vecteurs colonnes de la matrice M , alors :

f e e@) si et seulement si les vecteurs 4 ,... , V, sant deux à deux orthogonaux et normés .

Preuve
9 ={er,...,enl , U =Mats.f <>Vle [t,n] ,f (e,)=V, .

f e e (fi e f çq = {f (er),..., f (u")\ est une b. o.n. de E e 14,..,V,\ est une b. o.n. .

Corollaire
Sott .q,={d1,...,",,1 une b.o.n. de E .

On note P la matrice de passage de la base :Z àlabase .%' , alors P est une matrice orthogonal e et P*l = t P
pr: Soit f eO(E), alors detf =X1 .

Preuve
Soient .@ une b.o.n. de E et M =Metss.f , ona detf :detM

f e0(E)-lv{€O"(R)='lul 4=I=dü(^4 1)=det1 >(dettul)2 =1=detlul=*13detf =+1 .

d.:Onnote.90(E)={f e O(E)ldetf=1} et e-(E)={f ea(Dldetf=-4 .

On note SO"(R) =ÿv{ eO"(R) I detAf:4 et O"-(R) ={M eO"(R) I detM - -1} .

Les éléments de ,%'(E) sont appelés des rotations .

Remarques
. La b.o.n. B étant fixée :

Y(E)<+ À.1,(R") I
el(E) <+ GÇ(R)l
O(E)e O"(R) lbijections

."a@)os4(R")l
é)- (E)<+ 4-(rR) J

f r-+Mat* f
. (.-Vî(E),o) est un groupe appelé goupe special orthogonal .



Exemples de matrices
. À1"(R)

Structure : (,41,(R),+,.) est un R -espace vectoriel de dimension n2

(À1"(R.),+,x) est un anneau non commutatif non intègre .

. Gr,(R) ={tuI eM,(R") I detM + 0}

Structure : (GÇ(R"),x) est un groupe non commutatif : groupe linéaire .

. s,(R) =l*t eM,(R) I ttv4:turl et,4,(R) ={tut eM,(R) I '14 =-lull

Structure : (S,(R.),+,.) est un R -espace vectoriel de dimensi r" ÿ* .

(,4,(R),+,.) est un R -espace vectoriel de dimensi r" @)
M"(R) =§,(R)O,4(R)

. o,(R) ={M eM,(R) I tMM =/} et sq1R") ={M eo"(R) I dctM =ù
Structure : (Q(R),x) est un groupe non commutatif : groupe orthogonal .

(SQ(R"),x) est un groupe non commutatif si n>3 . groupe spécial orthogonal

III) Classification des transformations orthogonales
l) Classification en dimension I

(E',( I )) est un espace euclidien de dimension 1 .

p, : On a e(E)={tdr,-Idrl .

Preuve
Soit / eê(E) .

Soit {e} une base de E ,f,rle E lf(u)=d.e
Soit xeE ,1)'eE lx=)'e , f(x)=f()ue)=)'f(e):)ua.e=cf,n.
f eo(E)+vx eE ,llf(x)ll=llrll=vxer',llcrxll=llrll=YxeE,l"lllrll=llrll=lol=t=cr=tl ,

on en déduit qtre .f =llda .

2) Classification en dimension 2
a) Etude des matrices orthogonales

q1R) ={M erut2(W) I tMM - rl .

oninrroduitresmatrices R,=[HB ï::3] ,0erR et s*:[ru _j|:Ï] , e€R .

p2iOna: Q(R"):{& ,0eR"}u§*,,1.R} ,sq(R):{& ,0eR"} et of(R)={,S*,a=R} .

Preuve
a2 +b2:l
ac+bd=A
c2 +dz =1

M =V 'n7, ,€ o,(R) e'^uur - r eV XlU;]= [à ?] 
*

(

))
Onsuppose b*0 , ac+bd=0= d=-T , c2 -rd2 =l="'*Ç=1= c2 =b2 )c=*b

a2 + b2 : 1 = 1uef1,2nf I a = cosa et b =sincr .

c=*b=eâ où e e{-t,t} .

uc + bd = 0 = ueb + bd = 0 ; d = -0s
tcoscr sincrl

Si e=lalors U=i'^::: ^":'^:l=^\ ersi r=-l aiors À.1:
LSrnü, -cosü,j

det,Q. = I :> ft e SQ(R), det.S* : -1 = Sï. Q-(R)

fcosu -sincrlI l-- t("
LSlnü, cûsü.]



b) Etude des transformations orthogonales
(E,( I )) est un espace euclidien de dimension 2 orienté par la b.o.n. I =lq,ur|

C(E) ê O,(R)
e9(E) <+ sQ(R")
c- (E) <-> q-(R)

bijections

.i r-+Mat..r.f'

Parmi la classification, on doit trouver lcl6 , -Id, et s/u

. Etude de .t/ {E) .

Soit/ e:y?'::tE) = t4 =vrat., .fe Se(R ) = A.,t= & = [:fB 
-::TBl, 0 e [0,2;r[

Si 0=0 . L4=l=.f =Idr
On suppose que 0 e]0,2n[ .

Soit xeE , x=-ytet+x2€2, ft.x1=)\et+))2e2.
Iy'l [cos0 -sinOl[.r,]- (y' =.Yrcosg-x,sin0
L;i-] 

= [sine cose-Jf', ] = ir, = s,sin0 +.rr cosg

r = rrsr +.x1e1= lirii[#", *#r.) = lixiicosoc, + ll.rllsin«pc"'Ulrll ' lljrll 
-j

.i G) = ÿpt * ÿz€z =(x,cosO - xr sin0)e, + (q sinO + x, cosO)q
= ll.rll(cosrpcos0 - sinqsin0)e, + llxll(cososin0 + sin<pcos0)e,

= lixllcos(e + 0)e, + ll;rllsin(<p + 0)c, .

{( Y\

-r

Jl

On dit que./'est une rotation d'ansle ayant pour mesure 0 . 0 = Cr,«ill [2r1 .

,,r, I Soit 0e]0,2t[ .

La rotation vectorielle d'angle 0 est I'endomorphisme 4, de tr caractérisé par :

ll,4dl=iFll
(x,"0(-t)) =0 [2n)

Seul le vecteur nul est invariant par une rotation vectorielle
Si 0=r aiors rn=-icir .

. Etude de r1- (E) .

Vx e E , le vecteur rr(x) est défini par

Remarques

SoitT e/ t|t= tvt = Mar ,, i eo, (R )= M =s,o=[:::T ::::1 , <pe i0.2n[.r, 
IstnQ _cosq_j

-§.^r = 1 * fitf = ltl, donç.fest une symétrie .- a - - .'".t --"11

L'endomorphisme /est une symétrie et f e ê(.8) donc/'est une symétrie orthogonale .

l,=beElf(x)=r)

.r=-r,dr +.r"e. . J$)- jf §[::::t :::Tl[:,.l:[:,-l=,=À(cos*", +sin$,.1, ie R
Lsilrrÿ -r-usqr-.jl-À2 1 LrZ l L /. '

Onadonc Ë=Vect(cor$u,+sin$u, ) et.f =)/n :symétrieorthogonaleparrapportàF



Thr:(8,( I )) est un espace euclidien orienté de dimension2 .

Soit / e9(E) , on note f =be E lf (x)= r) ,lrest un sous-espace vectoriel de.O

Suivant la dimension de.tr, on obtient pour"f:

CI(E) .7o(E) 0- (E)

dimF =2 Id,
dimÈ'= I %
dim.tr = 0 rn , 0 e]0,2n[

c) Compléments
p, : On a les relations :

i) &*&,=&*e,,
ii) (Âof'=R-o ,
iiù Se 

" ^S*, = &r_*
Preuve

;\ D -D _[cosO-sin0l[cosO'-sinO'l_[cos0cos0'-sinOsinO'-cosOsinO'-sinOcosO'ltt rr€ ^rr0' -[sin0 cosO]fsin0' cosO']-fsinOcosO'+cosOsinO' cos0cos0'-sin0sin0'J
_ [cos(0 + 0') -sin(q - q')l _ ,,- [sin(0 + 0') sin(O + e'I - rB+ê'

ii) (R€)-, =[:î;3 ï::3] 
'='[:ï3 

ï:3]=[_:n3 ;;:3]=R_ê
iii\ .§ x .* . = [cosrp sinql[cosrp' sinqt _ [cos«pcos«p'+ sinqsinq' cos<psin«p'- sin«pcosq'l
-" t "tp " "Q' 

[sin«p -cos«p][sing' -cosg! [sin«pcos«p'- cosrpsin«p' sin«psin«p'+ cos<pcosg'_]

- [cos(tp - tp') -sin(e - e')l - ,,- 
[sin(<P - «P') cos(«P - a'l - '\P-ç' '

Corollaires
. Le groupe (fiO(E),o) est commutatif , en effet :

&'&'=&*e'=&'*e=&'x&'
. Une symétrie orthogonale par rapport à une droite est une réflexion .

& = S* x,S*-e donc toute rotation vectorielle est le produit de deux réflexions et la première des deux

réflexions peut être choisie arbitrairement .

p. : Soient a et bdeux vecteurs non nuls de E, onnote 0 =(1j) ï2x7,alors on a les relations :

(ol b): llallllallcos0 et det(a,ô) = liallllôllsine
Preuve
(alb)= llallllallcos0 : déjà vu .

Soient a'=,,-!-, 
", 

6 h ^
ll'll'=llÔl' Q=(a'b)=(a"b')12,.1'

l-ry] - [coso -sinol[ail ^ lq= cosoai - sinoaj

It;)- fsinO coseJ[ai] - \ti= sinoai + cns1a',

,.*-,oo.,tr ,b)=d"tt*,A,=detlu'.b'1=l',1i 1o-*"! .:':2"i1=sino(,rlr +ui:)=sin0
lldllllDll ll./ll llÔll lur srrruul -rçusuul 

l

On note r* la rotation vectorielle d'angle 0 .

a' = ale+ a're, , b' = b{e, + b[e, , b' = rsla')=

p. : Soient rn la rotation vectorielle d'angle A et a un vecteur unitaire de E.
On a les relations : (olrr(a)) = cosQ et det(a,rr(a)) = sinQ .

Preuve

Il suffit de remarquer que 6nA» =A T2n7 et utiliser la proposition précédente



3) Classification en dimension 3
a) Préliminaires

(,E,( I )) est un espace euclidien de dimension 3 orienté parlab.o.n. g:{er,ez,%} 
.

Soit / e9(E) .

On note toujours p = {xe E I f(x)=r}, Fest un sous-espace vectoriel de E .

E=F@Fa : VxeE,ll(y,z)eFxFL lx-y+z
f(*)= f(y + z)= f(y)+ f(z)= y + f(z) .

po : Soit f eO(E) .

i) F'eststable parf .

ii) La restriction def à F'r est une transformation orthogonale de .F 
r dont le seul vecteur invariant est

le vecteur nul .

Preuve
i) Soit xeFL

Soit ye F , (f(ùlù=UQ)lf(y)):(xlù=0= f(x)e?'L .

ii) [r,,i'3 ià,
f e 9(E) et FL est stable parf doncfest un endomorphisme de Fa .

f ee($= f,r, e4(FL) .

Soitx invariant pæ.ïr, =n€ FL etf(x)-r= xe FL etxe F =n€ F aFL =x=08
La classification s'ef[ectue suivant la dimension des vecteurs invariants .

Remarques
. Si dimF =3 alors F = E danc f =Idu .

detldr=detl =1= f e.7CI(E) .

. Parmi la classification , on doit trouver IdE , -IdE , tÂ 
"t % .

b) Etude lorsque dimf = 2
dimF :2 , F est un plan vectoriel F = P
FL = D : droite vectorielle,

f,o e 0(D) avec pour seul vecteur invariant le vecteur nul donc .fro = *Id» 
.

Soit "reE , x-y+z , yeP , zÇD , f(x)="f(y+z)="f(y)+f(z)=y-z
f estla symétrie orthogonale par rapport à P : f :% .

/est donc une réflexion .

Soient {br,br\ unebasedePet 4=4nb2, breD .

.q' = {br,b2,ôr} est une base de E .

J
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Mat,rr,.f = ]v[' * , detuLf'= -1= .f e e- @)



c) Etude lorsque dimf = I
dimtr =l , F est une droite vectorielle . F : D
FL=P:planvectoriel .

f,, e 0(P) avec pour seul vecteur invariant le vecteur nul .

On oriente le plan vectoriel P en fixant une b.o.n. {\,brl de P .

frp =rs , Ae)0,2rf .

Soit xeE , x=y+z , ycD , zeP ,.f(*)=f(y+z)=f(y)+"f(r)=y+rr(z)
D

f {")

d, z On dit que/est une rotation d'axe D et d'angle ayant pour mesure A , f = r(»,q .

Soient lbr,brl uneb.o.n. dePet4=4nb2, breD .

.4':{Q,br,ôr} est une b.o.n. directe de E .

[cosO -sinO 0l
Mat.*,f =M'=lsinO cosO 0l,detlv,t'=l= f e%€(E).

[o o r_]

Remanques
. Si 0 ='t ,f est la symétrie orthogonale par rapport à D 1 rqn,g =sÂ

On dit aussi que/est un retournement ou un demi-tour vectoriel .

. Méthode pour calculer la mesure de I'angle 0 :

On calcule la droite vectorielle D , onen déduit I'orthogonal de D , c'est un plan vectoriel P .

On oriente le plan vectoriel P en fixant une b.o.n. I ={4,brl de P .

@,1f @))= ilaillffqlllcoslqffil) = coso ,

$rl f @» = llô,llll/( b,)llcoslÇi@1) = cos(e -|» =sino .

A I'aide de cosO et de sinO , on détermine une mesure de I'angle 0 ,

d) Résumé
Thr: (8,{ I )) est un espace euclidien de dimension 3 .

Soit / Ç{t:(l:;),onnote 1,'={-reli lj.(x)=r},1;'estunsous-espacevectoriel deti.
Suivant la dimension de 1;', on obtient pour f".

0(E) ,%(Ë) 0-(E)
dimf'=3 Idu

dimÿ'=2 S,/
/P

dimF =l r(p,e) ,0e]0,2r[
dimË = 0 ,tos>o/or, 0 e]0,2n[

Remarques
.Pour A=ît , rto.ù=Yo .

. rç»s1oY», = Yrror<oB, et pour 0 : lt, rro,oroYr, : %rYr, - -ld,

x


