DS LEBY-KOUADOU ECG2 LMAutun 24-25

Exercice 1

1 1 0 0
0 1 1
Calculer le déterminant D;, = Do e o d’ordre n = 3.
0 0 1 1
1 0 - 0 1

Exercice 2

Partie I. Intégrales de Wallis.

/2
Pour tout n € N, on définit W,, = f cos"()dt.
0

1. Calculer Wy et W;.
2. Montrer que la suite (W) ,en €St décroissante, a valeurs = 0.
3. Pour n € N*, donner une relation entre W1 et W,_;. En déduire que la suite (nW,, W;_1) ,en+ €St constante.

i 2
—<nWy< -
n+l 2 2

En déduire un équivalent simple de (W,) ,en-

S

4. Montrer que: VYneN*,

Partie II. Formule de Stirling.

—

nle”
On pose (Up) pen+ = .
n"7 ) pene

Up -1
5. (a) Montrer que: In ~
Up_1 12n2

o]
(b) En utilisant le fait que la suite (Z ﬁ) converge, montrer que (u,) ,en+ converge vers une limite £ > 0.
k=1 neN*

1 [2n
6. Montrerque: VneN, Wy, = W( " )H

n
7. Montrer la formule de Stirling: n! LTV 2nn (2)
- e

Exercice 3

Pour tout entier n € N*, on pose P, = (X + 1)2n 1.

1. Ecrire sous forme développée P; et P, et donner leur factorisation dans C[X].

2. Montrer que, pour tout n € N*, on peut écrire P, = XQy, ol1 Q,, est un polyndme dont on précisera le degré, le coefficient dominant
et le terme constant.

3. Montrer que, pour tout n € N*, P, n’admet que des racines simples.

4. Déterminer, pour tout n € N*, les racines complexes de P, (on les mettra sous forme exponentielle).

5. Montrer que le produit des racines non nulles de P, est égal a —2n.

2n—1 ket
6. Calculer, pour tout n € N*, H sin (2—)
k=1
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Exercice 4

n,—n
On considere, dans cet exercice, la suite (#) >, de terme général
2
1.a. Montrerque: Vtel0,1], In(Q+f)<t- T
P 1)\" 1
b. En déduireque: Vn=1, |1+—| <exp|l-—
n 4n
u
2. a. Montrer que, pour tout entier n=1,ona: AL P exp “an
Un n

N
Eanl =
LML
| =
N —

n-1

.y . u .

b. En considérant le produit p,, = H ﬂ, montrer que, pour toutentiern=1: u, <exp (—1 -
k=1 Yk

3. a. Montrer que, pour tout entier n=1,ona: f ? dr<
1

1
b.En déduire: Vn=1, u, < exp(—l - Zln(n))

c. Quelle est la limite de la suite (u,)?
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