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Exercice 1.
Les parties A, B et C de cet exercice sont mutuellement indépendantes.
Partie A : Etude d’une matrice carrée d’ordre 2.

4\ 4 2

On note ¢ = (e1,e2 ) la base canonique de R? et f ’'endomorphisme de R? canoniquement associé & A.

1. Déterminer AZ.

1 /_9 _
On considére la matrice A définie par : A=- ( 2 1)

2. Montrer que f n’est pas diagonalisable.
3. Calculer f(e1). Montrer que la famille (e, f(e1)) est une base de R?.
4

. Déterminer une matrice 7', triangulaire et semblable & A.

Partie B : Etude d’un endomorphisme.

On note F = Ro[X] l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & 2.
Soit f lapplication définie sur E qui associe & tout polynéme P de E associe le polynéme f(P) défini par :

f(P):(1_X_X2)Pl+%(—1—X+3X2+2X3)P”

On note :
o B = (P, P, Py) la base canonique de Rz[X];

e 0 ’endomorphisme nul de F, i ’endomorphisme identité de FE.

Montrer que f est un endomorphisme de F.

Déterminer la matrice F' canoniquement associée af. Sans aucun calcul, déterminer une valeur propre de f.
Déterminer le rang de f.

Déterminer une base et la dimension de ker ( f ).

Montrer que : fo f=86

10. Déterminer le spectre de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

11. Montrer que la famille ' = ( Py, f(Py), Py) est une base de E.

12. Déterminer la matrice de passage de &’ a A.

© X® N o

13. Déterminer la matrice de f relativement & %’.

Partie C : Un cas plus général.

On note désormais F un espace vectoriel quelconque de dimension 3.
0, i désignent respectivement ’endomorphisme nul et I’endomorphisme identité de E.
On considére dans la suite un endomorphisme f de E tel que : f#£0

14. Montrer que : fof=60 < Im(f)Cker(f)
On suppose dans les questions suivantes que : fof=0
15. (a) Comparer le rang de f a la dimension de ker ( f).
(b) Déterminer alors précisément les dimensions de ces deux sous-espaces.
16. Montrer I'existence d’un élément u de E tel que : f(u) #0g
17. Soit v un élément de ker ( f ) \Im ( f).
(a) Montrer que la famille # = ( f(u),v ) est une base de ker ( f).
(b) Montrer que la famille 4 = (u, f(u),v) est une base de E.

(¢) Déterminer la matrice T' de f dans la base (u, f(u),v).
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Exercice 2.

Ce probléeme se compose de trois parties. Si le candidat ne parvient pas a établir un résultat de-
mandé, il lindiquera clairement et il pourra pour la suite admettre ce résultat.

Dans tout le probleme n désigne un entier naturel non nul.
On considere une urne U,, contenant n boules numérotées de 1 a n.
On tire une boule au hasard dans U,, et on note k£ le numéro de cette boule.

e Si k est égal a 1, on arréte les tirages.

e Si k est supérieur ou égal & 2, on enléve de 'urne U, les boules numérotées de k & n (il reste donc les boules
numérotées de 1 & k — 1) et on effectue & nouveau un tirage dans l'urne.

On répete ces tirages jusqu’a obtention de la boule numéro 1.
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour 1’obtention de la boule numéro 1.
On note Y,, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules tirées.

Partie A : Etude liminaire.
L |
1. On pose : hy, = %
k=1

1
(a) Montrer que : VEk € N* k—Hgln(k+1)—ln(k)§

B

(b) En déduire que : In(n+1)<h,<1l4+In(n)

(¢) Déterminer un équivalent simple de h,, quand n tend vers +oo.

1
2. On pose : k":Zﬁ
k=1

Expliquer la raison pour laquelle la suite ( &y ), ¢~ converge.
En déduire un équivalent simple de h,, — k,, lorsque n est au voisinage de +oo.

Partie B : Simulation informatique.

3. Nous rappelons le fait que :
* la commande <> signifie ”différent de” en Scilab;
* grand(1,1,”uin” a,b) simule une réalisation d’une variable suivant la loi uniforme % ( [a;0]).

Compléter la fonction Scilab suivante qui prend en argument un entier naturel non nul n, réalise une simu-
lation de I'expérience et renvoie les valeurs de X, et de Y, afférentes.

function [X,Y]=simuleexp (n)
T=grand (1,1,” uin”,1,n)\\Premier tirage dans 1’urne
Y=T
while T..... do
T=grand (1,1,”uin” ,1,....... )
X=.......
Y=.......
end
endfunction

4. En invoquant la fonction précédente, écrire un script qui demande la saisie d’un entier naturel n non nul,
simule 10 000 expériences dans 'urne U,, et affiche une valeur approchée de I'espérance de X,,.

Partie C : Etude de la variable X,,.

On note I,, la variable aléatoire réelle égale au numéro de la premiere boule tirée dans 'urne U,,.

5. (a) Quelle est la loi de I,, 7 Donner son espérance et sa variance.
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(b) Quelle est la loi de X,, conditionnelle & {1, =1}7?

(¢c) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer que : Vjie N Vkel[2,n] Pir—iy(Xn=J)=P(Xp_1=j—-1)
6. (a) Quelle est la loi de X1 ?

(b) Quel est I'événement { X2 = 1} ? Donner la loi de Xs.
)

(C Calculer P{]?’:l}(Xg :2), P{]?’:Q}(X3:2) et P{]3:3}(X3 :2)
1
6

1

17
Déterminer la loi de X3 puis montrer que : E(Xs)=— et V(X3)

~ 36
d) Déterminer la loi du couple (I3, X3).
(e) Déterminer la covariance du couple ( I, X3 ). Les variables I5 et X3 sont-elles indépendantes ?

(
7.(
(b) Déterminer P(X, =1) et P(X,, =n).

)
)
a) Montrer que X,, prend ses valeurs dans [[1, n].
)
(c) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer la relation :

1
P(Xp=j-1)
1

n

Vji€24oo  P(Xn=j)=

3=
i

(d) Sin est supérieur ou égal a 3 et j supérieur ou égal a 2, montrer que
nP(Xn=j)=-(n-1)P(Xn1=j)=P(Xn1=j-1)
En déduire que, si n est un entier supérieur ou égal a 2 :

. " ) n—1 ) 1 )
VjieN P(X,=j)= P(Xn—lzj)""EP(Xn—l:]_l)

n

1
8. (a) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer en utilisant 5.(d) que : E(X,)=E(X,-1)+ -
n
(b) En déduire E ( X, ) et donner un équivalent simple de E ( X, ) quand n tend vers +oo.
| ) et de E(X,_1).
(

En déduire que : V (X, ) = hy, — ky (en reprenant les notations de la partie A)

9 n—1
b

)

)

a) Sin est supérieur ou égal 2, calculer E (X?L) en fonction de E (X2
)

(¢) Donner un équivalent de V ( X,, ) quand n tend vers +oc.

Exercice 3.

Les parties A et B de cet exercice sont totalement indépendantes ['une de 'autre et peuvent étre
traitées dans [’ordre que vous souhaitez.

Partie A : Etude d’une fonction et d’une suite numérique.

Partie A.0 : Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit N la fonction définie sur Ry par : V>0 N(z)=In(l+4+z)-— 1 _T_ .
x
1. Déterminer le développement limité & 'ordre deux en 0 de N (x).
2. Montrer que : Yz e Ry N(x)>0
Partie A.1 : Etude de la fonction < principale >.
1 siz=0
Soit f la fonction définie sur Ry par : flx) = x )
— six >0
In(l1+4+z)

On admet le fait que f est de classe ¢! sur R’ et on note Cy la courbe représentative de f dans un repere orthogonal
du plan.
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3. Déterminer hm f(z). Réaliser 'étude de la branche infinie de f.
T——+00

4. Etudier la continuité de fenO.

1
5. Montrer que f est dérivable en 0 avec : f/(0) = 3

Déterminer I’équation de la tangente (I") & Cy en son point d’abscisse 0.

$2

6. En utilisant le développement limité d’ordre 2 de f en 0, montrer que : fz)— (1 + g ) ot
En déduire la position locale de Cy par rapport a (T').
7. Exprimer f’(x) en fonction de N(x) pour tout x > 0.
8. Donner un équivalent de (In (1 + z))> au voisinage de 0.
9. Montrer que f est de classe € sur [0; +o0].
10. Montrer que : Ve >e—1, fl@)<z e (z+1D)In(z+1)>z+1

11. Montrer que f est croissante sur [0; +00[.
Dresser le tableau de variation de f.

12. On admet que f est concave.
Tracer la courbe Cy et la droite (T') dans un repére orthogonal du plan.

Partie A.2 : Etude d’une suite numérique.

. . P Up = ¢€
Soit (u la suite définie par :
(tn Jnens P {unJrl = f(un) VneN
13. Montrer que la suite (uy, ), est bien définie et que : VneN u,>e—1

14. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte y=u(n) qui prend en entrée un entier naturel n et qui renvoie la valeur
de uy,.

15. Etudier la monotonie de la suite (uy, Jnen-

16. Montrer que la suite (uy, ), est convergente et déterminer sa limite £.

Partie B : Etude d’une fonction numérique de deux variables réelles.

On considere la fonction ¢ définie sur R? par : V(z,y) € R? o(x,y) = zye —a®—y?

1. On a représenté page 6 le graphe de la fonction ¢ ainsi que ceux de deux autres fonctions, puis tracé quelques
lignes de niveau.
Attribuer a chaque dessin de lignes de niveau la surface correspondante.
2. Montrer que ¢ est de classe €2 sur R2.
3. Déterminer V (¢) (z,y) pour tout (z,y) € R?.
1 1

4. Montrer que ¢ a exactement cing points critiques dont les points A = (0,0) et B = (—2, —2 )

Quelle est la surface représentant la fonction ¢ ?

5. Montrer que :
V(e,y) €eR2 32, (¢)(w,y) =2ay(22° —3)e ™V et 02, (¢)(x,y)=(1-222)(1—-2y%)e >V

6. En vous aidant des lignes de niveau fournies en page 6, conjecturer la nature du point A. Prouver votre
conjecture.

7. Quelle est la nature du point B ?
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Annexe a ’exercice 3, partie B.

Surface 1

Surface 3

il

L

Dessin |

T

0.5 1

Dessin Il Dessin Il
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Correction.

Exercice 1.

Partie A.

1. Apres calculs :

ou 0y désigne la matrice nulle de .#5 (R).

2.
A? =0,
donc le polynéme X2 est un polynéme annulateur de A
or ce polynéme a pour unique racine 0
donc la seule valeur propre possible de A est 0. (x)
0€Sp(A) < A non inversible
or A a ses deux lignes proportionnelles (Ly = —2L1)
donc A est non inversible
donc 0 est valeur propre de A
done, invoquant (%),
([ sp(a)={0} )
Raisonnons par [’absurde.
Supposons A diagonalisable.
Alors il existe une matrice @) inversible et une matrice diagonale D telles que
A=QDQ !
or
Sp(A)={0} = D=0,
donc
A=Q0,Q7"
A =0y Absurde!
Conclusion :
A n’est pas diagonalisable
et, par conséquent :
[ f n’est pas diagonalisable. ]
3.

donc

Les vecteurs e; et f(e1) ne sont pas colinéaires
donc la famille €’ = (e1, f(e1)) est libre
or
card (¢') = 2 = dim (R?)

donc
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[ La famille ¥’ est une base de R2. j

4. Considérons la matrice T de f relativement & la base %”.

A2=0, = [(f(er))=f*(er) = Oge

()

or deux matrices associées a un méme endomorphisme sont nécessairement semblables
donc

donc

[ A est semblable & T' (matrice triangulaire). ]

Partie B.

5. e Montrons que f est linéaire.
Soient A € Ret (P, Q) € E>.
FOAP+Q)=(O)

(D):(1—X—X2)()\P+Q)’+%(—1—X+3X2+2X3)()\P+Q)"

or la dérivation est linéaire
donc

(0) = (1= X = X2) (AP 4 Q) + 4 (—1- X +3X7 +2X°) (P +Q")

N~

(D):)\((l—X—XQ)P’—F%(—1—X+3X2+2X3)P”>+(1—X—XZ)Q’—F%(—1—X+3X2+2X3)Q”

(O)=Af(P)+f(Q)

Ainsi :

( f est linéaire. ]

e Montrons que E est stable par f.
Apres calculs :

f)=0geE f(X)=1-X-X?€E [f(X*)=-1+X+X’€E

donc, f étant linéaire,
VPeE f(P)eE

ie.

( f:E—E )

i.e. E est stable par f.
Conclusion :

[ f est un endomorphisme de FE. j

6. D’apres ce qui précede :

0o 1 -1
F=10 -1 1
0 -1 1

Ayant une colonne de zéros, F' est non inversible
donc

([ oesp(F)=sSp(f) |
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7. Appliquant la méthode de Gauss, il vient
0o 1 -1 01 -1
F=|0 -1 1 |~110 0 0
0 -1 1 0 0 O
donc, cette derniere réduite de Gauss de F' étant échelonnée en lignes avec exactement 1 ligne non nulle, il
est 1égitime d’affirmer que :
([ re(f)=re(F)=1 |
8. f est un endomorphisme de F, espace vectoriel de dimension 3
donc, invoquant le théoréme du rang,
dim (ker () =3 —rg(f)
or
rg(f)=1
donc
[ dim (ker (f)) =2 ]
Pour tout a + bX +cX? € E :
a+bX +cX?cker(f) < (<)
(4) <= fla+bX +cX?) =0g
a 0
(4) <= A|lb] =10
c 0
(4) = b=c
Ainsi :
ker (f)={a+bX+cX*€E /b=c}
ker (f)={a+b(X+X*)€E/(ab) eR*}
[ ker (f) = vect (1, X + X?) ]
or
card (1,X + X?) =2 = dim (ker (f))
donc
[ La famille (1, X + X?) est une base de ker ( f). j
9.
F? =03
donc
SO
10.
1P=0

donc le polynéme X2 est un polynéme annulateur de f
or ce polynéme a pour unique racine 0

donc la seule valeur propre possible de f est 0

or

0€Sp(f)

donc

([ se(f)={0} ]
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[ Eo(f) =ker (f) =vect (1, X + X?) J

Il vient alors

> dim(Ex(f))=dim(ker(f))=2#3=dim(E)

XeSp( f)

donc, invoquant le théoreme fondamental de réduction, il est légitime d’affirmer que :

[ f n’est pas diagonalisable. j

11.
B =(X,1-X-X%1)
A’ est une famille de polynomes échelonnée en degrés,

donc A’ est libre
or

card (#') =3 =dim (FE)

donc

[ P’ est une base de F. ]
12. Notons R la matrice passage de Z a %'.

0 1 1
R:Mat@/_’@(i) =11 -1 0
0 -1 0

La matrice recherchée est R~!. Appliquons la méthode de Gauss afin de la déterminer.

0 1 1j1 0 0Ly
1 -1 0|0 1 0OfLe
0 -1 0(0 0 1/|L3

1 =1 00 1 0| Ly— L,
L3 — L
0 1 1[1 0 0|L —Lj

jan]
|
—
(@)
(@)
ja]
—

1 =1 0|0 1 0 |Ly—1IL
0 1 0|0 0 —1|-LyH—1LY
0 0 1|1 0 1 |LL+Ly—LY
10 0/0 1 —1|Ly+LY—1LY
01 0|0 0 —1]LY§
0 0 1|1 0 1 |LY
Conclusion :
0 1 -1
La matrice de passage de %’ & % est : R'=10 0 -1
1 0 1
13.
f(X)=0-X+4+1-f(X)4+0-1
FUF0) = (X0 =05
f(1)=0g
donc
0 0 0
La matrice de f relativement & la matrice %’ est : 1 00
0 0 0

10
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Partie C : Un cas plus général.

14. 1l s’agit de prouver une équivalence.

Supposons fo f = 6.
Soit x € Im ( f ).

ce qui induit
or

donc

donc

Ainsi :

Supposons Im ( f) C ker ( f).

Soit x € E.
Alors

or

donc

donc

ie.

(fof)(x)=0g

et comme ceci est valable pour tout x € E, il vient :

Conclusion globale :

fof=486

[ )

(

fof=0 < Im(f)Cker(f)

)

15.

donc

fof=0 —

Im (f) Cker(f)

[

dim (Im (f)) < dim (ker(f))

)

donc

2dim (Im (f)) <dim (Im(f))+dim (ker(f))

donc, invoquant le théoreme du rang,

or

donc, dim (Im ( f)) étant un entier

2dim (Im(f)) <dim(E)=3
dim (Im(f)) <1,5

f#90

naturel,

(

= dim(Im(f))>1

)

dim (Im(f)) =1

11
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et, invoquant de nouveau le théoreme du rang :

[ dim (ker (f)) =2 ]

16.

FA0 = ‘HueE/f(u);éOE‘

17. (a) Soient a et b deux réels tels que :
af(u)+bv=0g < (»)

Montrons alors que, nécessairement : a=b=0.
Supposons b # 0.
Il vient alors a
v= —gf (u)
et, par linéarité de f,
v=f ( —gu)
b
donc
velIm(f) absurde!
Ainsi
b=0
et
(») < af(u)=0g
or
f(u) # 0p
donc
a=20
Ainsi, la famille .# est une famille libre de ker ( f)
or
card (.F ) =2 =dim (ker (f))
donc

[ F est une base de ker ( f). j

(b) Soient a, b et c trois réels tels que :
au+bf(u) +cv=0p < (®)

Montrons alors que, nécessairement : a=b=c=0.
Appliquant f linéaire & (circledast ), il vient

(®) = af(u) +bf*(u) +cf(v) =0p
or
veker(f) = f(v)=0g
ff=0 = f*u)=0gp
donc
(®) = af(u)=0g
or
f(u) #0g
donc, nécessairement :
a=0
Ainsi
(®) = bf(u)+cv=0g
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or la famille ( f(u),v) est libre
donc, nécessairement :
b=c=0
Il est par conséquent 1égitime d’affirmer que la famille 4 = (u, f(u),v) est libre
or

card (¢ )=3=dim(FE)

donc, pour conclure :

[ 4 est une base de E. ]

(c)
0 0 0
T=Matg (f)=(1 0 0
0 0 0
Exercice 2.
Partie A.
1. (a) Soit k € N*.
E<t<k+1
1 1 1
T < <
k+1 "t~ k
donc, I'intégrale étant compatible avec la relation d’ordre et les fonctions en présence étant ¢ sur [k; k+1],
il vient
k+1 k+11 k+11
- Zdt < -
[ s [1as [ 1o
k
k+1
1 < / 1dt< 1
k+17~ t ~k
k
( Wk € N L (k1) —In(k) <
K+l = =g
(b) X .
ke N* —— <Iln(k+1)—-In(k) < -+
Vk € k+1_n(—|—) n( )_k
donc

Zn: (k+1) ln(k))gzn:%

k=1 k=1

donc, reconnaissant une somme télescopique,
In(n+1)—1In(1) <h,

In(n+1)<h,

De méme,

n—1
—— < (In(k+1)—1In(k))
1

3
|
-

E
Il
—
b
Il

ce qui induit
n

k=2

<In(n)

B

13
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et donc

Conclusion :

(¢) Pour n au voisinage de +oo :

In(n+1)<h,<ln(n)+1
In(n+1) hn 1
< <1
In(n) ~ In(n) +ln(n)
or
In(n)+In{1+-— In 1—|—l
In(n+1) . n 1 1
li lim lim 1+ ———F—1+ n(n+1)
n—too In(n) n—+oo In(n) n—+oo In(n) = nLJroow—l
1
lim ln<1—|——>—0 et lim In(n) =400
n—-+o0o n n—-+o0o
et
lim 1+ ! =1
n—-+00 ln(n)_
donc, invoquant le théoreme de ’encadrement :
hy,
lim =1

n—-+00 ln(n)

donc

[ hn ~ 1In(n) ]

n—-+o0o

2. Pour tout n € N*, k,, est la somme partielle d’ordre n de la série de Riemann convergente (v =2 > 1)
donc

+001
HEIEOO’“FI;EG”?

et la suite (ky, ), cy. converge.
Or
lim In(n)=+oc0
n—-+oo
donc L
lim " =0
n—-+00 ln(n)
ie.
ko= o (n(n)
or
h et In(n)
donc
i = Py (i)
donc

et finalement :

14
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Partie B.

Programme complété :

function [X,Y]=simuleexp (n)
T=grand (1,1,”uin” ,;1,n)\\Premier tirage dans 1’ urne
X=1
Y=T
while T<>1 do
T=grand (1,1,” uin” ,1,T-1)

X=X+1
Y=Y+T
end
endfunction
n=input ("n= ")

for k=1:10000
[X(k),Y(k)]=simuleexp (n)
end
disp (” Valeur approchée de 1’’espérance: "+string (mean(X)))

Partie C.

5. (a)

6. (a)

(b)

(©)

Le tirage de la premiere boule est celui d’une boule dans l'urne initial (n boules numérotées de 1 a n)
avec équiprobabilité
donc I, suit la loi uniforme sur [[1;n].

([ Lew(un]) )

2 _
( E(In):n—;l ot V(L)=""1 ’

Si événement { I,, = 1} est réalisé, cela signifie que la boule 1 est tirée au premier tirage et donc que
X,, vaut 1. Et réciproquement.

[ Xojgr,=1y =1 ]

Soient n > 2, j € N* et k € [2;n].

{I, =k} est réalisé donc, avant le deuxieme tirage, on retire toutes les boules numérotées de k a4 n. Dans
ce cas, { X, = j } est réalisé si et seulement si la boule 1 est obtenue lors du j — 1-itme tirage apres le
premier tirage. L’urne contenant alors les boules numérotées de 1 a k — 1, on en déduit que, sous cette
condition, I’événement { X,, = j } est réalisé si seulement si { X1 = j — 1} Dest.

[ Vn e [24+00] VieN Vke[2n] Pk (Xn=j)=P(Xe1=j—1) ]

X1 est le rang du tirage de la boule 1 dans une urne qui ne contient que la boule 1
donc

[ X est la variable certaine 1. ]

{ X2 =1} est ’événement « tirer la boule 1 dans une urne qui ne contient que les boules 1 et 2 » .

[ %@=[u2 |

P(Xy=1)=P(I,=1)=

N =

P(Xy=2)=1-P(Xo=1)=

[ Xe—ow(u2) )

e Si événement { I3 = 1} est réalisé, c’est que 'on a obtenu la boule numérotée 1 lors du ler tirage.
Dans ce cas, X3 prend la valeur 1.

15
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[ Prr=1y(X3=2)=0 ]

e Si événement { I3 = 2} est réalisé, c’est que 'on a obtenu la boule numérotée 2 lors du ler tirage.
Dans ce cas, les boules 2 et 3 sont retirées de I'urne qui ne contient plus que la boule numéro 1. Cette
boule est donc nécessairement obtenue lors du tirage qui suit. L’événement { X3 = 2 } est donc réalisé.

[ Prr—2y(X3=2)=1 ]

e Sil’événement { I3 = 3} est réalisé, c’est que I'on a obtenu la boule numérotée 3 lors du ler tirage.
Dans ce cas, la boule 3 est retirée de 'urne qui ne contient plus que les boules numéro 1 et 2.
L’événement { X3 = 2} est alors réalisé si et seulement si la boule numéro 1 est obtenue par tirage
dans cette urne.

1

( Pir=3y(Xs=2)=7 ’

e Loi de Xs3.

[ %@)=[u3 |
({13 =1} );equ.3) est un systéme complet d’événements
donc, invoquant le théoreme des probabilités totales, il vient

3

P(X3=2)=> P({I;=i}n{Xs=2})

1
P(X3=2)=P(I;=2)+3P(I;=3)
1 1 1
P(X3=2)=-+-x=
(X3 ) 3+2><3
1
| r=n=5 |

donc (cf 5.(a))

e Espérance et variance.
Prenant un nombre fini de valeurs, X3 admet une espérance et une variance.

1 2 3
E(Xg):§+§+6
11
[ o=
1 4 9 23
B(Xf)=3+516=7%

Donc, invoquant Koenig-Huygens, il vient :

V(X3)=E(X3})-E(X3)"

16
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17
X3)=—
V(X3) 36 ]
(d) Tableau de contingence (de la loi) du couple (I, X3).
I3
1 2 3 | P(Xs5=...)
X3
1 1
1 -1 0 0 =
3 3
1 1 1
2 0| =] = =
3 6 2
1 1
3 0 0| = —
6 6
1 1 1
P(I;=... - = | = 1
(I3 ) 51 3|3
(e) X5 et Is prenant un nombre fini de valeurs, le couple (I3, X3) admet une covariance et, invoquant
Koenig-Huygens :
COV(Ig,Xg) = E(13X3) —E(Ig)E(X3)
or o5
E(ItXs)=-4+-4+=-4+=-=—
(I3X3) + -+t 5 G
o 1+3 11
E(Ig):TZQ et E(Xg):—
donc, finalement, apres calculs :
1
‘ COV(137X3)25
1
Cov (I3,X3) = 3 40 = ‘X3 et I3 ne sont pas indépendantes.
7. (a) La v.a.r. prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires & 'obtention de la boule numéro 1 & ’issue

de V'expérience effectuée dans 'urne U,.

L’urne contenant initialement n boules, on effectue au plus n tirages. La v.a.r. X, prend pour valeur le
rang d’apparition d’une boule, c’est-a-dire le numéro d’un tirage.

En conséquence :

([ Xa(@)=[un] |

donc

[ P(Xp=1)=1 ]

n

Pour tout ¢ € [1,n], on note A; I’événement < obtenir la boule numéro n 4+ 1 — ¢ lors du i-eéme tirage
(lors de Iexpérience débutant dans l'urne U,,) >.

L’événement { X, =n} est réalisé si et seulement si n tirages sont nécessaires pour obtenir la boule
numéro 1. Cela se produit si et seulement si :

% le 1-er tirage fournit la boule n. Ainsi, 'événement A; est réalisé.
% le 2-éme tirage fournit la boule n — 1. Ainsi, I’événement Ay est réalisé.
* e

* le n-eme tirage fournit la boule 1 (ce qui met fin & 'expérience). Ainsi, ’événement A,, est réalisé.

17
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{Xn=n}=[4

=1

donc, invoquant la formule des probabilités composées :

P(Xn=n)=P(A1)Pa, (A2) - Paynna, ., (An)

1 1 1
P(X,=n)=—x X e X =
n n-—1 1

1

(c) Soit n > 2.
La famille ({In =k} )jcpq.,) est un systeme complet d’événements
donc, invoquant la formule des probabilités totales :

Vi€ 2+oo] P(Xu=3)=Y P{Li=k}n{X,=4})=(0)
k=1

=Y P(Ly=k)P1,—y (Xn=7)
k=1

n

(0)=P(Iy=1)P(r—1y (Xn =)+ > P(Li=k) Pr,—ry (X0 = j)
k=2

(D)Z—P{] _1} +Z P{I _k} )

or

et (cf 5.(c))
Pir=1y(Xn=7)=P(Xp—1=75-1)

donc

1 & .
:_E P(Xp1=3j-1)
n
k=2

donc, procédant a un changement d’indice,

n—1
1
(0)= S P(Xi=j-1)
k=1
Conclusion :
. . 17171
Vn € [2;4+00] Vj € [2;+00] P(Xn:j):EZP(Xk—]—l)
k=1

(d) Soit n € [3;4o00].
Vj€2i4oo[  nP(Xn=j)=(n-1)P(Xn1=j)=(%)

Invoquant la question précédente, il vient :

Vj € [2; 400 (*):nx%ZP(szj—l) (n—1)x — Y P(Xp=j-1)
k=1 k=1
Vet (+)=S P(Xp=j-1)- Y P(Xp=j—1)
k=1 k=1

donc, apres simplification :

18
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[ Wnel3+oo] Vie[itoo] nP(Xp=j)-(n—D)P(X,1=j)=P(Xy1=5-1) |

Il vient alors :

[ Vn € [3;400] Vj € [2;+00[ P(Xan)Zn_lp(Xn—lZj)‘f'%P(Xn—l:j_l) J

n

Il reste a vérifier cette propriété pour n = 2.
Notons n = 2 et soit j € N*.
Remarquons tout d’abord que :

n—1

1 1 1
P(X,_1=7 —P(Xy-1=53—-1)==-P(X1=7 -P(X;=7-1
P (X1 =)+ S P(Xami == 1) = 3P(X1 = j) + 5P(Xi =j— 1)

Deux cas se présentent alors :
* Cas1:35 > 3.

X(Q)={1} = ({Xi=j}=92 e {Xi=j-1}=0)

donc ) )

§P(X1:j)+§P(X1:j—1):O
or

Xp(2)={1;2} = P(Xp=j)=0
donc la propriété est vraie pour n = 2 et j € [3;+oo].
* Cas 2:3 = 2.

X(Q)={1} = ({Xi=j}=0 e {Xi=j-1}={X1=1}=0Q)

donc . . 1

or (cf 6.(b)) 1
X2 () ={1:2} = P(X2=j)=3

donc la propriété est vraie pour n =2 et j = 2.
* Cas 2: 35 =1.

X(Q)={1} = ({Xi=j}=0 e {Xi=j-1}={X1=0}=09)

donc ) ) 1
—P(X1=7 —P(Xi=j-1)==
5 (X1 ])+2 (X1=3 ) 5

or (cf 6.(b))
P(ngl):%

donc la propriété est vraie pour n =2 et j = 1.

Conclusion :

-1 1
( Vn € [2;4o00] Vj e N* P(Xn:j):nn P(Xn,lzj)—i—EP(Xn,l:j—l) j

8. (a) Soit n € [2; +ool.
Les variables X,, et X,,_1 étant finies, elles admettent une espérance.

n

E(Xn) =) jP(X,=j)

=1
or, d’apres la question précédentes avec n > 2 et j € N*, il vient

E(Xn)_Zj(n_lP(Xn1—j)+%P(Xn1—j—1))
j=1

n

19
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n—1«— 1 &
E = ] 1= ] — ] 1= ] —
(Xn) - Z]P(an j)—l—anP(an j—1)
j=1 j=1
or
{Xn_lzn}:@ et {Xn_lz()}:@
donc

n

n—1 n
-1 . . 1 . .
E(Xn)=— Y iP(Xn :J)+EZJP(X7H =j—1)
j=1 j=2

donc, par décalage d’indice,

n—1 n—1
n—1 . .
E(Xn)=— Z]P(anl:J)‘*‘—Z(]‘i‘l)P(anl—])

Jj=1 j=1

n—1 n—1 1n—l

E(Xn): n E(Xn—1)+_Z]P(Xn—1:])+_ZP(X1L—1:.7)
j=1 =1

n—1 1

E(X,) = ——B(X,o1) + ~E(Xuo1) 4+ - x 1

Wi € [2: +00] E(Xk)—E(Xk,l)_%

n

S(B(X) ~B(X 1))=Y 1

k=2 k=2
donc, par télescopage,

or

donc, finalement :

Invoquant 1.(c), il vient

n—-+oo
9. (a)
E(X2) =) j°P(X,=}j)
j=1
) ", /n—1 L1 )
E(X2)=>" —P(Xp1 =)+ —P(Xp1=j—1)
j=1
sy =1 PN R o
E(Xp)=— j;jp(xnfl—])"'nj;]P(anl—] 1)
or
{Xn_lzn}:@ et {Xn_lz()}:@
donc .
1 — 1 &
E(X2) =" PP(Xpi=j)+ =Y 2P(Xp1=j—1)
Jj=1 j=2
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donc, par décalage d’indice,

1n—1 1n—l
E(X2) =23 PP(Xui =)+ =3 (j+ 1*P(Xoo1 = j)
=1 "=
n 1 n—1 n—1 1n—1
E(X7)= - E(X?z—l)‘i‘—ZJ?P(Xn—l—J)+_ZJP(Xn—1=J)+_ZP(Xn—1ZJ)
j=1 j=1 =1
Vn € [2;+o00[ E(Xfl):E(X,%_l)—i—gE(Xn,l)—l-— J

(b) Soit n € [2;4o00].

V(X)) = B(X2,) ~ (B(Xo 1))+ -~
| el V(X)=V(Xe)tn oo |
1 1

VkE[[Q;—l—OO[[ V(Xk)—V(kal):k—ﬁ

donc, sommant ces égalités pour k variant de 2 a n, il vient, par télescopage :

V(X@—V(Xl)—Z(%—%)
k=2
V(X@—V(Xl)—Z(%—%)
k=1
V(Xn)=V(X1)=hy —kn

or

donc, finalement :

(¢) Invoquant 2.(c), il vient :

Exercice 3.

Partie A.
Partie A.0
1.
2 2
N(x)::z:—7+mgo(x )—x(l—x—i-mgo(:c))
N _ z? 2 2 2
0=t g, () ko ()
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N@) =2 2
(2) =%+ o, (2%)

2. Par invocation des théoremes généraux statuant la dérivabilité, N est dérivable sur Ry avec

1 I+z—2 T >0
Cl+az (42?2 (142)2 7

V>0  N'(2)

donc N est croissante sur Ry
or

donc, nécessairement :

Partie A.1
5 +1
lim f(z)= lim z x —
z—+00 zotooln(x+1) x+1
or
. T
r ~ z+1 — lim =1
r——+00 z—+oo x4+ 1
et, par croissances comparées,
z+1 X
li — =1 =
(e + 1) xoteln(x) T
donc, par produit :
[ @ =i
1
lim & = lim — =0
r—+oo I Tr——400 1n(1+117)

donc

[ Cy admet une branche parabolique de direction asymptotique (Oz ) au voisinage de +oc. ]

4.
donc
[ f est continue en 0. j
5.
1 2 72 1
- 4 z 2 - 2 z
oo [@=1O) W(i+s)  _we-W(l+s) T.9(7) 59,007 5t,0,01
z—0 x zln(l+z) e(z+ o (x)) w24—ﬂgo($2) 1_%130(1)
x—0
donc
f@) - f0) 1
x—0 z—0 2
done f(x) ~ 1(0)
) —
li =—-€R
250 2 -0 2 ©
donc

( f est dérivable en 0 avec : 1(0) =

N~
A
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, 1
[ Equation de la tangente & Cy en son point d’abscisse 0 : y=37 +1 ’
6. "
f(x) = 2 3
— :C_ + :C_ + ( 3 )
T T L%\
1
f(x) = D)
1-242 4 o (a2)
2 3 z—0
1
f(:Z?) = - )
Y e 2
! (2 3 T.% ))
r 22 z 22\’ 9
f@’)—”r?*(r?) +,9, (%)
x  z? 22 9
f@)=1+5-F+7+,9,0(%)
Développement limité de f en 0 & l'ordre 2 :
( 1.0 x? 5
) =145 5 +.% )
Il vient alors : )
A 9
@)= (Hi) =13 7,% %)
ce qui induit
x z?
( f@-(1+3) %1 J
Ainsi, pour z voisin de 0, il vient
flz) — (1+§) <0
@) <143
On en déduit que, au voisinage de 0, Cy est au-dessous de la tangente (T').
7. x> 1+ x est € strictement positive sur R% et In est €1 sur R%
donc, par composition, z — In(z + 1) est € sur R%, avec
Vo >0 In(z+1)#0
Or 2 — z est €' sur R%
donc, par quotient (le dénominateur ne s’annulant pas),
[ f est €' sur R ]
M(1+x)—1 X T
Ve>0  fl(z)= +f
(In(1+4+2))
N
Ves0  fla) = — @ W
(In(1+4+2))
8

In(l+4+x) ~o T

donc
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9. Utilisant 1.,

or (cf 8.)

donc, par quotient, invoquant 7.,

1
/
F@) ~03
ce qui induit
1
. / _ -
lim f1(#) = 3

ie.
. ! el
lim f'(@) = £(0)
donc f’ est continue en 0
ce qui induit le fait que f est de classe €' en 0.
Or f est €' sur R%
donc, finalement :

f est de classe € sur Ry.
+

10. Soit x > e — 1.
r+1>e

donc, par croissance de In sur R,
In(z+1)>1

ce qui induit

[ Ve>e—1 (z+1)In(x+1)>z+1 ]

et

et, finalement :

11.

or (cf 2.)
VzeR, N(z)>0
et
Ve>0  (In(z4+1))°>0
donc

Vo >0 flx)>0

donc f est croissante sur R’
or fest €' en0
donc

[ f est croissante sur Ry. J
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z |0 400
f'@) |z +
—+00
f@) /
1
12. Voir la courbe en annexe.
Partie A.2
13. Notons 77, la propriété définie par : < U, existe et u,, >e—1>

Initialisation : Pour n = 0.
ug=e>e—1

donc la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons 'existence d’un entier naturel n tel que 7, soit vraie. Montrons alors que, sous cette
condition, la propriété est vraie au rang n + 1.

u, existe et est positif

or f est définie sur R

donc f(uy) est calculable

donc uy,41 existe.

Uy > €e—1
et f croissante sur Ry
donc
flun) = fle=1)
or
Unt1 = f(un) et fle—1)=e—1
donc

Upy1 =€ — 1

Ainsi la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion : La propriété étant initialisée et héréditaire, le principe de récurrence légitime 'affirmation
selon laquelle :

[ La suite (uy, ), ) est bien définie et, pour tout n € N, u, > e — 1. ]

14. Fonction demandée :

function y=u(n)
y=re—1
for k=1:n
y=y/log(y+1)
end
endfunction
15.
Vn e N Uy > €e—1
or
Ver>e—1 flx) <z
donc
Vn € N flun) < up
ie.
Vn eN Upt+1 < Up
donc
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[ La suite (uy, ),,c) est décroissante. ]

16. La suite (uy, ),y est décroissante et elle est minorée par e — 1
donc

[ La suite (uy, ), converge vers un réel £ tel que : t>e—1 ]

La fonction f étant continue sur Ry, il vient alors, cf. Calculs annexes[] :

l=f{) < (=e—1

( l=e—1 ]

Partie B.

1. Rappelons que les lignes de niveau d’une fonction correspondent aux courbes d’altitude constante tracées
sur la surface représentant cette fonction. Il apparait clairement que les courbes d’altitudes constantes de la
deuxiéme surface sont des cercles. Donc les lignes de niveau ne peuvent étre que celles du troisieme dessin.
De méme, la premiere surface correspond au deuxieme dessin de lignes de niveau et la troisieme surface au
premier dessin.

2. (z,y) — —2% — y? est €2 sur R? (fonction polynomiale) et t — e est €2 sur R
donc, par composition, (z,y) — e =% =¥ est €2 sur R?
or, étant polynomiale, (z,y) — zy est €2 sur R?
donc, par produit :

® 2 sur R2.
[ est € R? ]

o o T2y Y
V(z,y) e R* V(¢)(z,y)=e " Y < )
—2%r +x

4. Rappelons le fait que nous travaillons sur 'ouvert R?. Pour tout (z, y) €ER?:

(z,y) point critique de ¢ <~

(w
(W) = V(s (8)
- = (ii,f}fi ii) (3

) {y(—1+2x2) -0
0

x(—1+2y2):
1
2?2 ==
0
(m) = Y ou 2
2

Y
(W) = (z,9) € {(o,o),<i,%) <% _%><_%%)<_%_%>}

Conclusion :

[\)

1. Calculs annexes :
T

z = f(z) < m

=z <= zln(z+1)=2 <= z(In(z+1)—-1)=0 <= z=0o0uz+l=e < z=0ouz=ec—1

or

donc la valeur 0 est & exclure et, finalement :
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1 1 1 1 1 1 1 1
L’ensemble des points critiques de ¢ est { (0,0), (—, — ==, =, —= ], ——=,——
V2 V2 V2 V2 2 V2 2" V2

Il est clair que seule la premiere surface peut correspondre a ces points critiques.

V(w,y) €R? 02, (p) (@,y) = —ywe "V (4 20(1 - 20%))
V(z,y) €R® 02, (9) (w.y) =83, (@) (z,y) = (1—22%)(1 — 2P)e > ¥

V(,y) € RE B2, (¢) (2,y) = —ywe "V (4—2y(1 - 2¢?))

Ce qui induit

0 1

(o0 ) < mre(Ga) (5 2 )

* Nature du point A.
Pour tout A € R :

ANESp(Ha) <= Ha — Monon inversible <= M\ —1=0 <= \Ac{—-1;1}

H 4 ayant deux valeurs propres de signes contraires, il est 1égitime d’affirmer que ¢ n’admet pas d’extre-
mum local en A.
Mieux :

[ A est un point selle. ]

* Nature du point B.
Hp est triangulaire de termes diagonaux —2e ~
donc Hp a pour unique valeur propre —2e ~*
or cette valeur propre est négative
donc

1

( ¢ admet en B un maximum local. J
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