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Exercice 1

On notera 0 la matrice nulle de M,,(R)
1. A,(R) € M,(R)

A, (R) n’est pas vide car ‘0 = 0 = —0 donc 0 € A, (R)
Soit A € R, soit (M, N) € A,(R)?,
YAM + N) = XM +! N par linéarité
or tM = —M et 'N = —N donc *(AM + N) = —AM — N = —(AM + N)
dott AM + N € Ay (R)
A, (R) est donc un sous-espace vectoriel de M, (R)
2. a) Soit M € A, (R), on calcule ' f(M) :
"F(M)) =" ((FA)M + MA)
Par linéarité et formule de la transposée d’un produit :
EF(M)) =t ME(PA) +1 APM =t MA 1 A'M = —MA —* AM car M € Ay (R)
'f(M)) = —("AM + MA) = —f(M)
Donc f(M) € A,(R)

b) On a montré que f est a valeurs dans A, (R), montrons que f est linéaire.

Soit A € R, soit (M, N) € A,(R)?,

FOM + N) =t AOM + N)+ (AM + N)A = NAM + \MA +t AN + NA = Af(M) + f(N)

Donc f est une application linéaire de A, (R) a valeurs dans A, (R), c’est donc un endomorphisme

de A, (R)
mi1 Mmi2 Mi3 mi1 Mm21 M3i mii
m31 Mm32 M33 mi3 MM23 MM33 ms3i
QWLH =0 mi1 = 0
2m22 =0 mog = 0
2m33 =0 m33 = 0
Or (5) =
ma1 = —Mi2 ma1 = —Mmi2
m31p = —Mmi3 m31 = —mis3
m23 = —M32 m23 = —M32

mi2
m22
ms32

mi3

mas | }
ms3
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0 mi2  Mmi3
D’ot A3(R) = {| —m12 0 mas |, (mi2, mi3, mag) € R3}
—mi3 —moz 0

0O 1 0 0 0 1 0 0 O
Soit .Ag(]R) = {m12 —1 0 O +mi3| O O Of+me3|0 O 1], (mlg, mlg,mgg) S ]Rg}
0O 0 O -1 0 0 0 -1 0

Soit Ag(R) = {mng 4+ mi3K + mosL, (mlg,mlg, m23) € R3}
Donc A3(R) = Vect(J, K, L) donc la famille (J, K, L) est génératrice de A3z(R)

b) Soit (a,b,c) € R? tels que (S) :aJ +bK +cL =0

b 0 00

(S) <= [-a 0 ¢|=10 0 0| < a=b=c=0
b —c 0 0 00

La famille (I, J, K) est donc libre. Etant libre et génératrice de A3(R), c’est une base de Aj3(R).

On a donc dim(A3z(R)) =3

0 0 O 0 1 0 0 1 0\ /0 0 1 0 -1 0
4. a) f(J)=(FA)J+JA=[0 -1 0 -1 0 0l+|-1 0 0[]0 =1 O0]=11 -1
1 0 0 0 0 0 0 0 0/\0 O O 0 1 O

donc f(J)=—-J—L
On montre de méme que f(K)=0et f(L) =—L
b) Imf = Vect(f(J), f(K), f(L)) = Vect(—J — L,0,—L) = Vect(—J — L, —L) = Vect(J, L)
(J, L) étant libre, (J, L) est une base de Imf et dim(Imf) =rg(f) =2
c¢) D’apres le théoréme du rang : dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(R3) = 3 donc dim(Kerf) = 1
Or K #0et f(K)=0donc Kerf = Vect(K)

5. a) La matrice de f dans la base B s’écrit :

-1 0 0
F=]10 0 0 | ettousses coefficients sont dans {—1,0}
-1 0 -1

b) F est triangulaire inférieure, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, a savoir —1 et 0

0
0
-1

¢) f+ Id admet pour matrice dans la base B

o = O
o O O

rg(f + Id) = rg(F + I) = 2 car les 2 premiéres colonnes sont non colinéaires et la 3e est nulle.
Donc d’apres le théoreme du rang dim(ker(f +1d)) =3 —-2=1

or f+1Id= f— (—1)Id) donc la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 1
est 1. On sait également que dim(kerf) = 1 donc la dimension du sous-espace propre associé a la
valeur propre 0 est 1
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On en déduit que dim(ker f) + dim(ker(f + Id)) = 2 or dim(R3) = 3 donc f n’est pas diagonali-
sable.

Exercice 2

1. Soit # € R, Fy(—x) = [ fx(t)dt

—0o0

On proceéde au changement de variable affine C! bijectif u = —t

Alors __jr Fx(t)dt :j (=) (—du) = tfo Fr(—u)(du)

Mais fx étant une fonction paire, pour tout réel u, fx(u) = fx(—u)

Donc Fy(—2) = [ fx(w)(dn) = [ fx((dn) = [ fr(idn) =1~ Fy(z)

2. a) Y(Q =Rt car X() =Ret Y =|X|
Vr e R, Fy(z) = P(|X| <x)
-six <0, Fy(z) =0
-siz >0, Fy(z) =P(—z < X <z)=Fx(z)— Fx(—z) = Fx(z)—(1—Fx(x)) = 2Fx(z)—1
b) X étant une variable & densité, Fy est continue et C! sur R

Par multiplication par la constante 2 et différence avec la constante 1, Fy est continue sur R et
Ct sur Ry

Fy est continue sur R* et C'! sur R* en tant que fonction constante nulle.

1
lim Fy(x) =0 et Fy(0) =2Fx(0) ~1=25 ~1=0

z—0~
Donc lim Fy(xz) = Fy(0) et Fy continue en 0 donc continue sur R
z—0~

Fy est donc une fonction de répartition continue sur R et C! sur R sauf éventuellement en 0.
C’est donc la fonction de répartition d’une variable a densité dont une densité est donnée par la
dérivée de Fy en tout point ott Fy est C' et en donnant une valeur arbitraire en 0 ainsi :

2

fy(z) = 2fx(z) = i\/zewp(—;ﬂ) siz>0

0siz<O

+oo
¢) Y admet une espérance si et seulement si [ tfy (t)dt est absolument convergente donc si et seule-

—00
teo ] [2 t?
ment si (nullité de f sur R~ et positivité sur RT) [ =4/ =texp(—-—)dt converge.
o oVm 20
, A ¢ oAt t2
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12 12 A?

dt = ~o?feap(— 55l = o>~ eap(— )

A
D t ——
onc g exp( 557 )

2

lim emp(—2—) = 0 donc l'intégrale converge vers o>

A—+o00 o2
\ , 1 /2, 2
Y posseéde une espérance et E(Y) = —y/ —0° =04/ —
oV ™
R® - R
3. a) Soit ¢ :

1 n
(Y15 Yn) = — 2 Yk
n k=1

avec (Y7,...,Y,) n-échantillon de VAR indépendantes de méme loi que Y et ¢ indépendante du
parametre & estimer. Donc S,, = ¢(Y1, ..., Yy,) est un estimateur de o

Par linéarité E(S,) = i E(Yy)

avec Vk € [1,n], E(Yy) = E(Y) = 0\/; donc E(S no\/7 = O'\/7

Sy, est donc un estimateur de o de biais E(S,) — o = a(\/> -1)

s

3\'—‘

En posant T;, = \/7 Sn, Ty, reste un estimateur de o et par linéarité E(T, 1/ E

Ainsi T,, est un estimateur sans biais de o

b) X admet un moment d’ordre 2 valant sa variance car X est centrée. Donc F(X?) = o2

= |X| donc Y? = X2 donc E(Y?) = E(X?) =02
D’aprés la formule de Koenig Huygens, V(Y) = E(Y?) — E(Y)? = 02(1 —

Avec (Y1, ..., Y,) n-échantillon de VAR indépendantes et de méme loi que Y on a par propriété de
la variance :

V(Si) = g X V)

1
n?

avec Vk € [1,n], V(Y3) = V(Y) = 0?(1 —
donc V(S,) = ;(1 —

c) T, étant un estimateur sans biais de o, son risque quadratique est égal & sa variance, d’ou par
propriété de la variance :

T o
lim 7, =0 donc T}, est un estimateur convergent.
n—-+o00
d) X=grand(1,n,’nor’,0,sigma)
Y=abs (X)
S=1/n*sum(Y)
T=sqrt (%pi/2)*S
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Exercice 3

1. Pour n = 1 nécessairement X = 1, on pioche donc une boule dans V' et Y prend la valeur 1 si la
boule piochée est blanche ou 0 sinon. Les boules blanches étant en proportion p, P(Y =1) =pet Y
suit une loi de Bernoulli de parametre p

2. X indique le numéro de 1’élément tiré lors d’un tirage équiprobable d’un élément parmi n éléments
numérotés. Donc X — U([[1, n])

3. Pour k € [1,n], Y[x=¢ indique le nombre de boules blanches obtenues, i.e. de succes, lors de la
répétition de k épreuves de Bernoulli indépendantes (remise) de parametre p on en déduit que
Yix=k = B(k,p)

("Ypig" " pour 0 <i < k
Ainsi Y'[X:k](ﬂ) = [[0, k?]] et P[X:k] (Y = ’L) = t . -
0 pour 7 > k

4. X=grand(1,1,’uin’,1,n)
Y=1/n*grand(1,1,’bin’ ,X,p)

5. a) Yix—i(Q) = [0, k] avec X(Q2) = [1,n] donc Y (Q2) = [0, n]
Avec le systeme complet d’événements tous de probabilité non nulle ([X = k|)xef1,,], par la for-
mule des probabilités totales :

P(Y =0) = %2 P(X = k)Pl =0)

1
n 1 1—q"
Donc P(Y =0) = Z—qk:g q
k=11 nl—gq
b) En procédant de méme pour tout i € [1,n] on a :
P(Y =i) = % P(X = k)Px_g(Y =)
Lorsque k < i, Pix_(Y =) = 0 donc
PlY =1i)= E'P(X = k)P[X:k](Y =1)
n 1 . .
Py =i)=Y —Op'd" == > (et
k=i T N k=i
Ce qui correspond bien & une somme de n — 7 + 1 termes.
. . . B , k(k —1)!
6. a) Soit 1 <i<k< Ry = —
a) Soit L= i<hk<n i) =i = i Ok —1) - G=1))
kE—1)!
Done i() = k Ul— — k()

(@ =Dk =1) = (= 1))!

n
b) Y étant a support fini admet une espérance et on a E(Y) = > iP(Y =)
=1

7
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3 (e = = S (8 i)

3\*—*

M:

Donc E(Y) = > i(

1

%

n
. . ) I - T N g
D’oti en utilisant 6a : E(Y) = — > (X k(;_;)p'¢"™")

Sl
-
I
I
=
i

n k
> k(Y (2hpie" )

Kooh1y i ki k71k12+1k11 zklz k—1
> (e = X ()t e = 2( p =plp+9¢)" ' =p

pr(nt1) _ (n+1)p
n 2 2

7. a) On suppose n > 2, Y étant & support fini, V(Y — 1) admet une espérance et on a d’apres le
théoreme de transfert :

M:

>

=2k

—
S0
S~—
’ES.
L}
o
~
N—
SRS

E(Y(Y —1)) = E:;z(z CDPY = i) = E::zz(z ity i(i — 1) (F)pigh—

S
a~
I
i
<

%

En utilisant 6a successivement, on a (i(i — 1))(¥) = k(k — 1)("=2)

Ainsi E(Y(Y = 1)) = i( k(k—1)("2)pig")

i M:

S\H

Et par inversion de la contrainte 2 < i < k < n,

*D)pid)

Nk

BO(Y = 1)) = - 3 (k= 1)

2

b) D’aprés la formule du bindme de Newton et en utilisant le changement de variable ¢/ =i — 2 :

k i hei . RS2 ko i'+2 k—2—i 2 K22 g i k—2—i 2 k—2 2
Z( J)p'q :'Zo(i' )" g =p ZO( 2)p''q =p*(p+q)~*=p
1=2 i = i=

2 n 2 n 2 n n
Dot EY(Y -1) =2 S kk—DE S kk-1) =2 (S k2 - 3 k)

n k=2 n h=o n =0 a
n n n(n 2 n
By 1) = B OEDEED 20Dy B )
i n— 2 20,2 _
EY(Y -1) = %(n+1)2 22];)(71—{—1)(71—1):])(31)

c)Sin=1,Y < B(p) ainsi Y(Y — 1) = 0 et E(Y(Y — 1)) = 0. En remplacant n par 1 dans
I’expression précédente, on trouve également 0 donc I'expression reste valable pour n =1

d) Y étant a support fini admet une variance et par la formule de Koenig Huygens, on a
V(Y)=EY?) - E(Y)

Par linéarité E(Y (Y — 1)) = E(Y?2) — E(Y) donc V(Y) = E(Y(Y — 1)) + E(Y) — B(Y)?

EDHEC Mathématiques ECE 2020 Page 6/ 9



Probléme

n n

1. Les fonctions z _r et r — L sont des fractions rationnelles dont le dénominateur ne
(1+x)? 1+
s’annule pas sur [0, 1]. Elle y sont donc continues et les deux intégrales existent.
! 1 1 1
2. Ip= [ —dz =[- L=
0 0f(1+3:)2 [ (1+m)]0 2
1 x 11421 1 142 1 1
LH=—=doe=[—Fido=—sdr — [ ——=dx
! {(Hx)? {(1+x)2 0f(1+x)2 0f(1+x)2
Donc I } L4 } L 4 [in(1+ )]} —Ip =In2 L
oncli = [——de— [ ———=dx =|ln ) —Ip=In2 — =
ot (4 o 2
Lgnt2 4 opntl 4 pn L 22492241
3. Par linéarité, Vn € N, [ 21, I, = de = [2"———=—d
a) Par linéarité, Vn nao + 20,01 + I, g e T Of:U (+2) €
L1+ x)2 1 1
D’ou [, 21 I, = [2"—de = [ 2"dx =
ou Inio+ 20,11+ Of:r (1+x)2x ({x x i

3
b) En posant n = 0 dans 1’égalité précédente I + 211 + Ip =1 d’ou I, = 3~ 2In2

c) a=b
b=1/(k-1) -2*a-aux

1
4. a) Soit n € N, soit x € [0,1] (1 +z)? > 1 donc —— <1
(1+x)?
N z"
dou 0 < ————= < "
(1+x)?
1 1
Et par croissance de l'intégrale 0 < I,, < [2"dzx d’ou 0 < [,, < T
0
1
b) lim = 0 donc par théoréeme d’encadrement, la suite (I,,) est convergente et lim I, =0
n—+oon + 1 n——+o0o
1 "
5. Vn € N*,
Of (1+x)?
u(z) = 2" u' () = na" !
En posant ¢ 1 1 les fonctions u et v étant C'! sur [0, 1]
V() = s v(e) = -
(14 x)? 1+z
" L gl 1
L’intégration par parties est donc licite et I,, = | b+ n =——-+nJ,1

142 Ty (1+a) 2

1
6. a) En appliquant ’égalité précédente a n =1, Iy = Jy — 3 donc Jy =1n?2

L™ 4 x"+1 o1+ z I 1
Soit n € N* linéarité, J, + Jpp1 = [ ———— = [2"dx =
oit n , par linéarité, J, + Jp11 g 52 g 1—|—a: gac z i

b) En appliquant 1’égalité & n = 0, on obtient J; =1—Jy=1—1n2
7. J=1/k-J

I=n*xJ-1/2

e, (-1t
8. Soit pour tout entier n la proposition P, : 7J, = (—1)"(In2 — T)”
k=1

EDHEC Mathématiques ECE 2020 Page 7/ 9



(-
1

Initialisation : J1 =1 —In2 = (=1)}(In2 — ) donc P est vraie.

Hérédité : supposons que pour un entier naturel non nul n fixé, P,, vraie, montrons que P, 11 est vraie.

1 1 n (—1)k=1 1 n (—1)k=1
Jnp1= —— = Jp = —(-1)*(In2 — = -1 (ln2- ) ~———
et n+1 " n+1 ( )(D kgl k 7’L—|—1+( ) (Il kgl k )
1 1 (—1)n
Mais 1 = (=1 2n+2d = (=1 2n+2 = (=1 n+1
o (=1) o 1 (=1) n+1 (=1) n+1
n+l (_1)’9*1
Donc Jy11 = (=1)""(In2 - 3 ) et P41 est vraie.
k=1
n (_1)k—1
En conclusion on a montré par récurrence que Vn € N*, J,, = (=1)"(In2 — > T)
k=1
1
9. a) On a montré en 4 que lim I, =0eten 5 queVn e N* I, =nJ,_1— =
n——4o00 2
D li Ip—1 = !
onc lHm nJp-1 =g

1
Soit J,,_.1 ~ — donc lim J,=0
+oo 2n

n——+0oo
n (<1
b) Enrepartant de I’égalité démontrée a la question 8, on en déduit que lirf (-1)"(In2—- Y ——— =
n—-+0o0 k=1
0.
n (—1 k=1 (_1 k—1
Donc lim 37 existe et vaut In2 donc la série de terme général ———— converge.
n—+00 1 k
+oo (—1 k—1
D’ou Y (Gl =1n2
k=1 Kk
) D’apres le a de 1 tion 9) J, d J, 1
c apres le a de la question 9) on a ~ ——— donc ~ —
P d " oo 2(n—1) " o 2n

_ 1 (="
— (_ n ~  — ~
10. a) On sait que J,, = (—1)"uy, et J, o donc u, fodiarw
(_1 n—1

b) D’apres la question 9, on sait que la série de terme général converge donc en multipliant

(=D"

n

1
chaque terme par la constante —3 la série converge toujours (et son terme général est et

—In2

sa somme vaut

(-n™ . - : : . , PPN
On a vu que u, -~ mais le théoréme de comparaison n’est applicable qu’aux séries a

+oo  2n
termes positifs, on ne peut donc pas en déduire la nature de la série de terme général u,,, qui n’est

par ailleurs pas absolument convergente (série harmonique DV)
11. a) Soit k € N*, yp =In2 — Y ——

k
Donc kuy, = (In2)k —k - ———

j=1 J
k+1 (_1)j—1
(k+ Dupy1 = (n2)(k+1) — (k+1) > e
Jj=
_ k(-1 (k-
(k+ Dugs1 — kuy, =In2 — ]; B (k + DW — up, — (—1)
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Donc ug = (k 4+ VDupy1 — kuy + (=1)F

b) Soit n € N*. On somme cette égalité pour k variant de 1 a n (somme finie) :
n n n k
> up = 35 (k4 Dugyr — kug) + 35 (=1)
k=1 k=1 k=1

La deuxiéme somme est télescopique et vaut (n + 1)up41 — uq.

1—(=1"
La troisiéme est la somme partielle d’une série géométrique de raison —1 et vaut (—1)(2)
1
Donc Sy, = (n 4 )ups1 — ug — 5(1 — (="

c) Sop = (2n+ Dugpt1 —ur = (2n+ Dugpyr — (In2 —1)
1
Sont1 = (271 + 2)U2n+2 — (1112 — 1) — 52 = (271 + 2)U2n+2 —In2

0 it (="
r On sail ue u ~
4 1o 2n

_1)2n+1 _1)2n+2 1

Donc ngrfw(Qn + Dugpi1 = Ty Ty et nll)rfoo@n + 2)ugpio = 5 =5

L . 1 1
On en déduit ainsi que nllgloo Sop, = -5~ (In2-1) = 5 In 2
1

ngrfoo Szn+1 = 5 —1In2

(Sa2n) et (Sap+1) étant convergentes et de méme limite, on en déduit que la suite (S,,) converge

vers 3~ In 2. Ceci signifie que la série de terme général u,, converge et que sa somme vaut 5~ In2

+00 1 +o0 k (_1)3'*1 1
12. On a montré que > ur = = —In2 donc que Y (In2— Y —~—)=—-—1n2
k=1 2 k=1 =1 J 2

O
On a vu en 9b) que In2 = .
-1

<.

+o00 oo (_1 Jj—1
Dot S 5

—In2 (expression c)
k=1 j=k+1 J

N | —
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