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DEVOIR SURVEILLÉ N°7

L`affl ¯p˚r`éṡfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ˜lˇi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é, ˜l„`o˘r˚t‚h`oˆgˇr`a¯p˛h`e, ˜l´affl `qfi˚u`a˜lˇi˚t´é `d`e ˜l´affl ˚r`é´d`a`cˇtˇi`o“nffl, ˜l´affl `c¨l´a˚r˚t´é `eˇt ˜l´affl ¯p˚r`é´cˇi¯sfi˚i`o“nffl `d`eṡ ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e›m`e›n˚tṡ
`e›n˚tˇr`eˇr`o“n˚t ¯p`o˘u˚rffl ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t´e `d`a‹n¯s ˜l„`a¯p¯p˚r`é´cˇi`a˚tˇi`o“nffl `d`eṡ `c´op̧˚i`eṡ.
L`eṡ `c´a‹n`d˚i`d`a˚tṡ ¯sfi`o“n˚t ˚i‹n‹v˘i˚t´éṡ, `d`a‹n¯s ˜l´affl ”m`eṡfi˚u˚r`e `d˚uffl ¯p`oşfi¯sfi˚i˜b˝l´e, `àffl `e›n`c´a`d˚r`eˇrffl ˜l´eṡ ˚r`éṡfi˚u˜lˇt´a˚tṡ `d`e ˜l´eˇu˚r¯s `c´a˜l´cˇu˜lṡ.
I˜lṡ ”n`e `d`o˘i‹vfle›n˚t ˜f´a˚i˚r`e ˚u¯sfi`a`g´e `dffl’`a˚u`cˇu‹nffl `d`oˆcˇu‹m`e›n˚t : ˜l„˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e ˚t´o˘u˚t´e `c´a˜l´cˇu˜l´a˚tˇr˚i`c´e `eˇt `d`e ˚t´o˘u˚t ”m`a˚t´éˇr˚i`e¨l ˚i‹n˜f´o˘r‹m`affl-
˚tˇi`qfi˚u`e `eṡfi˚t ˚i‹n˚t´eˇr`d˚i˚t´e. S̀eˇu˜l´e ˜l„˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `dffl’˚u‹n`e ˚r`è´g¨l´e `gˇr`a`d˚u`é´e `eṡfi˚t `a˚u˚t´o˘r˚i¯sfi`é´e.
S̊iffl `a˚uffl `c´o˘u˚r¯s `d`e ˜l„`éṗ˚r`eˇu‹vfle, ˚u‹nffl `c´a‹n`d˚i`d`a˚t ˚r`eṗ`èˇr`e `c´e `qfi˚u˚iffl ˜lˇu˚iffl ¯sfi`e›m˜b˝l´e `êˇtˇr`e ˚u‹n`e `eˇr˚r`eˇu˚rffl `dffl’`é›n`o“n`c´é, ˚i˜l ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˜l´eˇr`affl ¯sfi˚u˚rffl ¯sfi`affl
`c´op̧˚i`e `eˇt ¯p`o˘u˚r¯sfi˚u˚i‹v˘r`affl ¯sfi`affl `c´o“m¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `e›nffl `e›xṗ˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t ˜l´eṡ ˚r`a˚i¯sfi`o“n¯s `d`eṡ ˚i‹n˚i˚tˇi`a˚tˇi‹vfleṡ `qfi˚uffl’˚i˜l ¯sfi`eˇr`affl `a‹m`e›n`é `àffl ¯p˚r`e›n`d˚r`e.

Problème 1 : Étude de deux systèmes différentiels.

Liminaire : Résolution d’une équation différentielle.

c désigne un réel quelconque fixé.
On considère l’équation différentielle [E] d’inconnue y ∈ C 1 (R ) : y′ = −y + ce−t

1. Résoudre l’équation différentielle homogène [EH ] associée.

2. Montrer que ε : t ∈ R 7−→ cte−t est solution de [E].

3. En déduire l’ensemble solution de [E].

Partie I : Système différentiel n°1.

On note B = ( e1, e2, e3 ) la base canonique de R
3 et I la matrice identité de M3 (R ). On considère l’application f

qui à tout élément (x, y, z ) de R
3 associe : f(x, y, z) = ( y + z, x+ z, x+ y ).

4. Montrer que f est un endomorphisme de R
3.

5. Déterminer Im ( f ) et montrer que f est un automorphisme de R
3.

6. Déterminer la matrice F canoniquement associée à f .

7. F est-elle diagonalisable ?

8. Je pose : U =





1
1
1



 ∈ M3,1 (R )

Calculer FU .
Quelles déductions pouvez-vous faire ?

9. (a) Déterminer les réels a et b tels que : F 2 = aF + bI

(b) En déduire que : F−1 ∈ vect ( I, F )

(c) Montrer que, pour tout n de N, il existe an, bn de R tels que Fn = anF + bnI avec :

an+1 = an + bn et bn+1 = 2an

(d) Déterminer les expressions respectives de an et de bn en fonction de n.

10. Montrer qu’il existe une matrice P , de première ligne
(

1 0 1
)

, et une matrice diagonale D, dont les termes
diagonaux sont classés dans l’ordre décroissant, telles que : F = PDP−1

11. On considère les système différentiels suivants :

[SF ]











x′

1 = x2 + x3 + e−t

x′

2 = x1 + x3 + 2e−t

x′

3 = x1 + x2

et [SFH ]











x′

1 = x2 + x3

x′

2 = x1 + x3

x′

3 = x1 + x2

Je pose : ∀t ∈ R, X(t) =





x1(t)
x2(t)
x3(t)



 et B(t) =





e−t

2e−t

0





1
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(a) Déterminer l’ensemble des états d’équilibre de [SFH ].

(b) Déterminer l’ensemble solution de [SFH ].

(c) Déterminer la solution X̃ de [SFH ] vérifiant : X̃(0) =





0
1
0





(d) Montrer que : X =





x1

x2

x3



 ∈ Sol [SF ] ⇐⇒ ∀t ∈ R, X ′(t) = FX(t) +B(t)

(e) Soit XP une solution particulière sur R de [SF ]. Démontrer que X est solution de [SF ] sur R si et
seulement si X −XP est solution de [SFH ].

(f) On considère, pour tout t réel : Y (t) = − 1
3e

−t





1
1− 3t
1 + 3t





Montrer que Y est une solution particulière de [SF ].

(g) Déterminer l’ensemble solution de [SF ].

Partie II : Système différentiel n°2.

On considère les matrices : G =





0 2 0
1 0 1
1 1 0



 U =





1
1
1



 V =





−2
1
1



 et W =





−2
0
3





On note g l’endomorphisme de M3,1 (R ) canoniquement associé à G ainsi que C la base canonique de M3,1 (R ).

12. Déterminer le rang de G.

13. Montrer que la famille C ′ = (U, V,W ) est une base de M3,1 (R ).
Déterminer la matrice de passage Q de C à C ′.

14. Montrer que G est semblable à la matrice : T =





2 0 0
0 −1 1
0 0 −1





15. Montrer que G n’est pas diagonalisable.

16. On considère les systèmes différentiels : [SG]











x′

1 = 2x2

x′

2 = x1 + x3

x′

3 = x1 + x2

[ST ]











z′1 = 2z1

z′2 = −z2 + z3

z′3 = −z3

Je pose : X =





x1

x2

x3



 et Z =





z1
z2
z3



 = Q−1X

(a) Montrer que : X ∈ Sol [SG] ⇐⇒ Z ∈ Sol [ST ]

(b) Résoudre [ST ].

(c) En déduire la solution X de [SG] vérifiant : X(0) =





0
1
0




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Problème 2

Liminaire

On considère la fonction h définie sur R
∗

+ par : h(x) = x ln (x )

1. Montrer que h est prolongeable par continuité en 0. On notera toujours h le prolongement obtenu...

2. Expliquer pourquoi l’intégrale I =

1
∫

0

t ln ( t ) dt existe.

3. À l’aide d’une intégration par parties, calculer l’intégrale lim
A→0+

∫ 1

A

t ln(t)dt.

En déduire la valeur de I.

On considère la fonction ϕ définie sur ] −∞, 1] par :

∀x ∈]−∞, 1], ϕ(x) =

{

x+ (1− x) ln(1− x) si x < 1
1 si x = 1

Partie A : Étude de la fonction ϕ.

4. Montrer que la fonction ϕ est continue sur ]−∞, 1].

5. (a) Justifier que ϕ est de classe C 1 sur ]−∞, 1[ et calculer, pour tout x ∈]−∞, 1 [, ϕ′(x) .

(b) En déduire les variations de ϕ sur ] - ∞, 1].

(c) La fonction ϕ est-elle dérivable en 1 ?

6. Montrer que ϕ(x) ∼
−∞

−x ln(1− x) puis en déduire la limite de ϕ en −∞.

7. Tracer l’allure de la courbe représentative de ϕ en soignant le tracé aux voisinages de 0 et 1 .

8. Déduire du liminaire que :

∫ 1

0

ϕ(x)dx =
1

4
.

Partie B : Étude de deux séries.

Soit x un réel appartenant à [0, 1[.

9. Vérifier, pour tout n de N
∗ et tout t de [0, x] :

1

1− t
−

n−1
∑

k=0

tk =
tn

1− t

10. En déduire, pour tout n de N
∗ : − ln(1− x) −

n
∑

k=1

xk

k
=

∫ x

0

tn

1− t
dt

11. Montrer, pour tout n de N
∗ : 0 6

∫ x

0

tn

1− t
dt 6

1

(n+ 1)(1− x)

En déduire la limite de

∫ x

0

tn

1− t
dt lorsque l’entier n tend vers +∞.

12. Montrer alors que la série
∑

n>1

xn

n
converge et que l’on a :

+∞
∑

n=1

xn

n
= − ln(1 − x).

13. (a) Déterminer deux réels a et b tels que : ∀n ∈ N
∗,

1

n(n+ 1)
=

a

n
+

b

n+ 1
.

(b) En déduire que la série
∑

n>1

xn+1

n(n+ 1)
converge et que l’on a :

+∞
∑

n=1

xn+1

n(n+ 1)
= ϕ(x).

14. Montrer que la série
∑

n>1

1

n(n+ 1)
converge et que l’on a encore :

+∞
∑

n=1

1

n(n+ 1)
= ϕ(1).
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Partie C : Application en probabilité.

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un même espace probabilisé. On considère
une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procède à des tirages successifs d’une boule
au hasard selon le protocole suivant :
- si on obtient une boule bleue, on la remet dans l’urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
- si on obtient une boule rouge, on la remet dans l’urne et on arrête l’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que l’expérience s’arrête avec une
probabilité égale à 1 . On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes dans l’urne à la fin de
l’expérience.

15. (a) Montrer soigneusement : ∀n ∈ N\{0, 1}, P(N = n) =
1

n(n− 1)
.

(b) La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

16. Recopier et compléter les lignes incomplètes de la fonction Python suivante de façon à ce qu’elle renvoie un
simulation de la variable aléatoire N .

On considère une suite (Xn)n∈N∗ de variables aléatoires indépendantes et de même loi. On suppose que, pour tout
n de N

∗, les variables aléatoires X1, . . . , Xn et N sont mutuellement indépendantes.

On note F la fonction de répartition commune aux variables aléatoires Xn pour n appartenant à N
∗.

Enfin, on définit la variable aléatoire T = max (X1, . . . , XN ). Par exemple si N = 3 alors T = max (X1, X2, X3)
mais si N = 5 alors T = max (X1, X2, X3, X4, X5).

17. Montrer : ∀x ∈ R, ∀n ∈ N\{0, 1}, P(N=n)(T 6 x) = (F (x))n.

18. En déduire d’après la formule des probabilités totales et d’un résultat de la partie B :

∀x ∈ R, P(T 6 x) = ϕ(F (x))

19. On suppose dans cette question uniquement que, pour tout n de N
∗, la variable aléatoire Xn suit la loi

uniforme sur [0, 1].

(a) On rappelle que l’instruction rd.random(n) renvoie un vecteur ligne contenant n réalisations de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Écrire une fonction Python d’en-tête def simuleT() : qui renvoie une simulation de la variable T .

(b) On suppose la fonction précédente correctement écrite et on considère la fonction Python suivante :

À son appel, on obtient :
0.7474646 0.7577248 0.7470916

Que renvoie la fonction mystere ? Que peut-on conjecturer sur la variable aléatoire T ?

4
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(c) Montrer : ∀x ∈ R, P(T 6 x) =







0 si x < 0
ϕ(x) si x ∈ [0, 1[
1 si x > 1

(d) En déduire que T est une variable aléatoire à densité.

(e) Montrer, à l’aide d’une intégration par parties, que T admet une espérance et calculer E(T ).

20. On suppose dans cette question uniquement que, pour tout n de N
∗, la variable aléatoire Xn suit la loi

exponentielle de paramètre λ avec λ ∈ R
∗

+.

(a) Rappeler une expression de la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle
de paramètre λ.

(b) Déduire de la question 18) une expression de la fonction de répartition de T .

(c) Montrer que T est une variable aléatoire à densité et qu’une densité de T est la fonction :

g : t 7→

{

0 si t < 0
λ2te−λt si t > 0.

(d) Justifier que T admet une espérance et que l’on a : E(T ) = λE
(

X2
1

)

. En déduire la valeur de E(T ).
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