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1
. [EH] : y = -

y

Les solutions de TEMS sont les fonction fr définies su i
par

VAEIR
, fu(t =

Ket

où K est une constante réelle .
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So[EH7 : 4AER , > KE/k= (R)
2

.
E et l'en H et :

↓ TERR
,

E'lt-cet
-

ctêt

E'(t) = cet
- E(t)

donc E est une solution particulière de [E] .

3
.

J'en déduis que
les fonction solution de [E] sont les fonctions y k définies en i pan :

↓ER
, Yk(t) =

Ket +
ctet

où K est une constante relle
-

sol[E] = 4 teM ,
Ket

+ cte/KERG

4 .. F(x
,y ,

z) El
,

f(x , y ,
z) EIR3

done f : M M
is

· Scient en = (x
, y ,

2)
,

u =(,y,
z') de M

,
de 1R

.

jobjectif : A(xne + a) = x f(n) + f(e)

xn + u = (xx +x
, xy + y,

xz + z')

f(xn + 1) = f(xx + x'
, xy + y ,

xz + z') = (*)

(* ) = (xy + y + xz + z'
,

xx +x'
+

1z + z'
,

dx +
x

+ xy +y)

(# = (x(y + z) + y +
z'

,
x(x + z) +

x
+

z'
, x(x + y) + x

+ y)

(*) = X(y + z
,
x + 2

,
x + y) + (y + 2

,
v + 2

,
x + y)

(* ) = x f(e) + f(n)

De Le fait : f est liviane
iii)

Conclusion : (i)

crib
1 => f endourphisme de R

.

5. feL(M)

3 l => Incf) = rect(flee)
,
f(ez) , f(es)

B = (en
, 22 , 23) base de R an f(a1 = 20 ,

1
, 1) flen = (1

,
0

, 1) et fleg = (1 ,
1

, 0

donc Infl = Met (40 ,
1

, 1)
, (1 , 0 , 4 , (1 ,

1
, 0)

Etudiono la liberté de la famille E= (10,
1

, 1) , (1 ,
0

, 1) , (1 ,
1

, 02) .

soient a
,
b

,
c de M tel que :

al
,
1

, e + b(1 ,
0

, 1) 79(1 ,
1

, 9 = 10 ,
0

, 0) ( (8)
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Montrons alors
que ,

récessairement : a = b = c = 0

&
b + c = 0

&· a = b = c = 0(V)c => a + c = 0 c=>

a + b = 0 -2c = =

Ainsi
,

Fest libr

or cand(f) = 3 = dim(IR)

donc f est une base deM

Conclusion :

Im(f) =
R

fe2(R3)

Im(f) = 13
& => f autonaphisme de 13

6. f(x) = 22 + 3

f(22) = en + es 4 =>
F = i

1

f((y) = 21 + 22

7. "F
=

F =
E symétrique => E diagonalisable .

8. FU = ZW

& 2e spCF) et et un retur propedef.

V + 03,

9
.a. Après un rapide calcul : F-F + 21 a =

1 b = 2

9
.
b. F_F

= 21 e F(F - I) = 2e = F -4 I) = E

donc F
=

F
- 4 Fevet (f, I)

9.C .
Notons In la propriété définie un N par :

"H(am
,
bu)EM/Fr - amF +beI"

I Pomm = 0 .

Fo = I = of + 11 = ao =0 et bo = 1

H soit n de N fixé. Supposons U viare et montrons que I l'est
.

Ivoire - Blan
,
bu)ER) Fr

= anf + be

on Fr+ 1

=
FFr

donc Fr
= F)aF + BaF) = &F + bat
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2

a F
=

F
+ 21

donc Fn = an(f + 21) + bat = (an + bn)F + 2 a
_

F

donc
,

en posent , ant = an + by et but-Ran ,
on a bien I maie

.

m+1

Conclusion : Par application du principe de recumence .

antam+ bm

Wattr
, Havraie et , E

b
n+ 1

= 2an

9 .
d. EmeN

, Antement mantante + 20m Annexe

La suitr (an,
est récumente linéaire d'ordre 2

.

E
= 1F + 0I = a

,
= 1b, = 0

équation caractéristique : x = x + 2 = x = =1 an x = 2 F F
+ 21 = 9,= 1 bz= 2

Asmai : -(A
,
B)E/ OmeN*, a

-
= A(-1)" +

B2Y

on an = 1 = -

A + 2B = 1 = A = 2B - 1

et Az= 1 =
A

+ 4B = 1 Ainsi

Emet*, am = - 1(- 1) +
1donc 2B - 1 + 4B = 1

3

zu

6B = 2 Cette égalité est encore valable
pour n = 0 .

B = 1 Conclusion :

et
, par ricochet : A = E-1--1 Emettr

, an
( -12

3

# vient alo : Fret
, Da = 20m = =(744 +

2 ) =

24- 13 + 2

3

a bo = 1

donc : VmeN
, bu = 5/2)- 1) + 22)

10. F -F
- ZI = 0

donc X2-X-2 est un polynôme armulateu de f

On X
=

X - 2 = 0 a pou avino-1et2

donc etz sont les seules valeurs
propres possibles def

-1 = SpCF) ?

- 1 ESP(F) () F + I mon inversible
.

or F +I a 3 ligues égales
donc F +I est mon invenable

donc - 1 = Sp(F) .
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E(F)

soit V = (=) = My
,

SIR .

VEE(F) c FV -V (b (F + 1)V = 03/= C + y + z = 0( =>E = - x - y

E(F = 4 * EN3(t)/z = -
x -y) = 4Y

y
< Ma

,
( )/(x , y) Et b

O

Je
pose : Vi = 1 V=

- 1

E (f) = vect (V
1, Vz)

Vi
, Ve non colinéaires (V

, 2) libre
& => (Vn

,V2) base de E/ F) et dim E,F) = 2

Nono sevono que
: 2ESp(F)

Aimai : Sp(F) = G - 1 , 24

De plus :

F diagonalisable = dim E(F) +
din Ej(F) = 3

donc dim Ey(t) = 1

1

On W
= ~ 03,

et VEE
,
(F)

1

donc (V) est une base de E
G
(F) .

Je
pose :

2"
= ( U

,
V

., Val

Etant la concaténation de bases de sous-espaces propres
accoices à des valemo propres

distinctes
,

2 " est libre

on cand 2" = 3 = dim M3,R)

donc 2" est une base de Ma, (R).

Soit O la matrice de passage
de 2 (base comonique de My(M) à 2

"

.

P est inversible et:

1 - 1

P = 1 1

-

-
1 - 1

:f = PDP
- 1 on D = O

* - - 1
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Ma
. [SFH] (E X = FX

F inversible

I 10 , 0105 et l'mique état d'equilibre de [SFH]
.

11
.
b. Fest diagonalisable et (V ,

V
1, V2) est une base de Mi

,
/R) constituée de vecteurs

propres de F
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donc :

sol[SFH] = 4 ter,E = actu
+

be-V
- + ce * Ve/(a ,

b ,)E(R
*

y
Conclusion : Les volutions de [SFH]port les (ven rezives) avec :

FEER
,

ant = de
+

cet Kit) =
act

+
bet My(t) = ac

- (b + cet

où a
,
b

,
c démirent M

.

11 . C
.

&

X(0) = 1 c= (
,
(0) = 0 et 4

,
(0) = 1 et 13 (0 = 0 de Ci

&

a + C = 0 c = - a

-leen(iii) ( a + b = 1 c= b = 1
- a&

a -
b

- c = 0

4
a

- 1 + a + a = 0

4
a = 13

Conclusion : et
-

e

- t

FelR
, (t) =1 et zet

et -
t

-
e

-
1 x = x + 23 +

et

11-d
. X = - esol[SF] c=> 4 xz = 21 + xy +

Zet KEEIR

x
3 v = x1 + 22 + 0

7

x
s

x
1 e

- t

~ t
(iv)c =b xi =

F
xz t 2e Fle (= WEER

, X(t) = FX(t) + B(t)

x 23 -

11 .
2

. Xes[SF]ce Veel
, X(h = FXI7) + B(t) 2 Eter

,
X(t) -Fx(t) = B(t) () (v)

or Xp volution de [SF] E) VEER
, Xp(t) - FXp(t) = B(t)

donc [V Ce Wee
, Xle-FX(t) = X(7) - FXp(t)

CV) ce VEER
,

Xlt) -X(t) = FX(t) - FXp(t)

donc
, par linéarité de la démination :

(V) c => VEE(
, (X - Xp)'(t) = F(X - Xp)(t)

(V) < = X-Xp eclution de [FSH]

Conclusion : Si Xp est une volution particulière de [SF]
,

alor :

X solution de [SF] <> X-Xp volution de [SFH] .
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11
.
f. Objectif à atteindre : KEER

,
Y'(H) = FY(t) + B(t)

Pom tout AEIR : 1

Y(t) =
- jet 1 - 3t

1 + 3k

1 O 1

~ t -E -
t

e -

1
- 3 -

eY'lt =
1 1-37 4-3t
3

1 + 3t 32 3

- 2 +
3t

2 et
- 2 +

3 1

-
t

FY(t) + B(t) = - 13 e 2 + 3t t
Zeit I

e
- t

- 2 -
3t + 6 =

et
4-3t

3 3

2 -3t ② -2 + 3t to - 2 + 3t

Dene fait :

* LER
, Y'(t) = FY(t) + B(t)

Aima : Y est bien solution particulière de [SF]
.

1 . g. X solution de [SF] <X-Y volution de [SHF) <> (vi)

- t

(vi)) = (a
,
b,EIR /X(t) - Y(t) = acU + beTW ce Vz1 +

ac
+

cet ac + - je
(vi) (7 (a ,

b, ) Em / X(t) = Y(t) +
zt

+ be
t ac

+ (b -2 + t)etac =

act-(b+ cet ac
- (b + c + 1 - te

t

Conclusion :

Les solutions (x1
,2 , 23) de [SF] et définies par

:

KEER
, K(t) = act + -j)et ,

ant) = ac
+ (b - ↳ + te ,

x
,
(t) =

act
-

(b + c + 1 -

tet

on a
,
b

,
c sort des constante scelles

·

12 . Je note 6,
,
62

, 63 les recteuro colores de 6
.

~g(G) = de rest (G1
, 62 ,63)

soient a
,
b

,
c des rées tel que : aG

, + 60 + c63 = 03= (*)

Mostrono aloro que ,
nécessairement : a = b = c = 0.
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2b =0 b = 0

( *) (= a + c = 0 (= c = - a =0E
a + b = 0

4
a =

-
b = 0

De l fait ,
(G

1, 62
,53) est liber

et doc :

(G) = 3

13. Scient a
,
b, de R telo

que : au + bV
+ <W = 03,

(= (* *)

Martrono aloo que,
nécessairement : a = b = c = -

a -
2b

-
2 = 0 Le

1 - 2

( * * )(= a 1 + b 1 *

p
(= a + b = 0 22

1 1

+ - 2 = 03 4
2 + b

+ 3 = 02y

a
-

2b
-

2c = 0 a -
2b - 2 = 0

(* *) & 36 + 2=042 - 4xc= 4 3b + 2 =0 c=> a = b = c = 0=b

3b
+ 5 =04-4- 3 =04j - L'ach

De Le fait :
C'est libre

or Cand(l') = 3
= dim Ma

p
((R) 1

- Z -2

donc C'est une base de Mz
,
(R) -

&Mat(id < 1 1 &

(I)
=

1 1 3

14 .

GU = Zu

EV =- V

↑ & => Mate (g) =
T

= r
GW

= 1 = V-W
- Z

a deux matrices associées à un même endomaphisme sont semblables

donc G est semblable à T
.

on a la relation : 6 =QTQ" (*)

15. G étant semblable à T
,
il suffit de montrer

que
Triest

pas diagonalisable.

Test triangulaire de termes diagonaux 2et-1

donc sp(T) = 4 2 , - 14 .

Ez(T) ?

27 x = (- )de E
,

CT) . - 3y +z = 0

XEE
,

(T) (=> X = 2 X de (T - 27)X = 03,= 4
- 37 = 0

c= y
= z = 0
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1·Entr= Et =

E
,
(T) ?

Git x = (- ) - M3,
(1) . 3x = 0

XeE(T)(tTX = - 1X(e(T + I)X = 03n
c=) 4 z = 0

0 = 0

E-1(T) = rect

& &
1 + Op = E libe

=>
dia ET) = 1

-

I↓ vient alo :

dim E
,(T) = 2 < 3

x -SpCT)

donc T n'est
po diagonalisable

dona E n'est
pas diagonalisable . linarité de la

dérivation
16. a .

( *)

* - Sol[SG] c X
= GX c X

= QTQX Qx' =
TQx 2

= TZ

Conclusion: x +Sol [SG] <> ZeSof[ST]

16.b
.

-> C
, ER/VtER,

z
,

(7) = cett
-t

(En
,
22

, Ez) + Sol [ST] Ce 4 FEER
,

E
2

= - 22 + Cze

-czER/XteR , Zz(t) = et

donc
, invoquant le résultat de la question 3

. du liminaire :

z
,
(t) = C

,
get

(z1 , En , Eg) E Sol[ST] c=> J C
,
2 , C de tel

que
: VER

, E 2(t = cét +
tet

zy(t) = cet

Conclusion: cet

80[si] = 4 ter
, - (2+3 tet/(4 , 2 . 4)ER)
et

16. x = )Esd[SG] Ct Q x =Sol[ST] (t(0)
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c
,
22t

( 0 (7(1 ,
( , 4) ERP / KtEM ,

X(t) = Q (2 +Get

c
,
22t

1 -2 -
2

cenz e
- 7

X(t) = Q (2 +Get = 1 1 & (2 + Gt)e-
t

ce
-t

1 1 3 ce
-t

c
,
et

- 2(2 +Cyt)et - 2 et

X(t) = e ,
e FEER

.

2

+ (c + 4,t)e
t

4227 + (2 + 6zt + 32z)e
t

Ainsi : c
,
et

- 2(2 +Cyt)et - 2 et

Sof[SG] = X : AeR, >

2

+ (c + 4,t)e
t

e ,
e4

L2 + + 2yt + 32)e
-7

/(cureka) Em &2t

C - 24 - 22z = 0 L1 G - 22 - 22z = 0

O

X(0) = 1 c => 4 21 + 2 = 1 Lz c=> - 322-223 = -1 Le-42 shi
Œ

c + C + 3Cz = 0 ↳ - 34= 12-44
4 Système de Camer

Aimai : 4S
Conclusion :

La solution cherchée est définie su
M

par :

422 - 2)5 - 3t)et -
Get 42 -4+

stet

VEER
, X(t =

1 4227 + (5 - 37)e
- t

=" 4elt + (5- 3t)et
g

422 + (5 - 3t
-
9)et 4e

- (4 +3t)et


