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Probléme 1 : Etude de deux systemes différentiels.

Liminaire : Résolution d’une équation différentielle.

¢ désigne un réel quelconque fixé.

On considere ’équation différentielle [E] d’inconnue y € €' (R) : y' = —y +ce ?
1. Résoudre I’équation différentielle homogene [EH| associée.
2. Montrer que € : t € R — cte ~* est solution de [E].
3. En déduire I'ensemble solution de [E].

Partie I : Systéme différentiel n°1.

On note & = (e1, ez,e3) la base canonique de R? et I la matrice identité de .#3 (R ). On consideére I’application f
qui & tout élément (z,y,2) de R® associe :  f(z,9,2) = (y+ 2,2+ z,2+7y).
4. Montrer que f est un endomorphisme de R3.

ot

. Déterminer Im ( f) et montrer que f est un automorphisme de R3.

(=]

. Déterminer la matrice F' canoniquement associée a f.

-3

. F est-elle diagonalisable ?
1
8 Jepose: U= |1] € #5,1(R)
1
Calculer FU.
Quelles déductions pouvez-vous faire ?
9. (a) Déterminer les réels a et b tels que : F2? = aF +bI
(b) En déduire que : F~! € vect(I,F)
(c) Montrer que, pour tout n de N, il existe ay, b, de R tels que F™ = a,F + b,I avec :

Gny1 = Qp + by, €t by = 2a,

(d) Déterminer les expressions respectives de ay, et de b, en fonction de n.

10. Montrer qu’il existe une matrice P, de premiére ligne (1 0 1), et une matrice diagonale D, dont les termes
diagonaux sont classés dans I’ordre décroissant, telles que : F = PDP!

11. On considere les systeme différentiels suivants :

) =zo+z3+et ) =x2 + x3
[SF] S b =21 + 23 +2 ¢ et [SFH]| {zh=m1 +23
Th =11+ T2 xh = x1 + 2o
z1(t) et
Jepose: VteR, X(t)=[z2(t) | et B(t)=[2e?
.’IIs(t) 0
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(a) Déterminer I’ensemble des états d’équilibre de [SFH].
(b) Déterminer I’ensemble solution de [SFH].

0
(c) Déterminer la solution X de [SFH] vérifiant :  X(0) = (1
0

z1
(d) Montrer que : X = (m) € Sol[SF] < VteR, X'(t) = FX(t) + B(t)
x3

(e) Soit Xp une solution particuliere sur R de [SF]|. Démontrer que X est solution de [SF] sur R si et
seulement si X — Xp est solution de [SFH].

1
(f) On considére, pour tout ¢ réel : Y (t) = —2e™* | 1-3t
1+3t
Montrer que Y est une solution particuliére de [SF].

(g) Déterminer I’ensemble solution de [SF].

Partie IT : Systeme différentiel n°2.

0 2 0 1 -2 -2
On considére les matrices: G=|(1 0 1 U=|1 V=11 et W=1[0
1 10 1 1 3

On note g 'endomorphisme de .31 (R) canoniquement associé & G ainsi que % la base canonique de 31 (R).
12. Déterminer le rang de G.

13. Montrer que la famille ¥’ = (U, V, W) est une base de .#51 (R).
Déterminer la matrice de passage Q de € 4 ¢

2 0 0
14. Montrer que G est semblable & la matrice: T = (O -1 1 )
0 0 -1

15. Montrer que G n’est pas diagonalisable.

i =2z, 21 =2z
16. On considere les systeémes différentiels : [SG] Sz =21 + 23 [ST] 2= —20+ 23
xh =1 + 2o 25 = —z3
X z1
Jepose: X= (23] et Z=|2|=Q7'X
Zxs3 z3

(a) Montrer que : X € Sol[SG] <= Z € Sol [ST]
(b) Résoudre [ST.

0
(c) En déduire la solution X de [SG] vérifiant : X(0) = [ 1
0
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