Exercice 3

Soit E un espace vectoriel et B = (e1, e2, e3) une base de E. Pour tout réel a, on considére I’endomorphisme f, de
’espace vectoriel E dont la matrice dans la base B = (e, ez, e3) est donnée par :

a+2 —(2a+1) a
M, = 1 0 0
0 1 0

ainsi que la fonction polynomiale @ qui & tout réel z associe le réel :

Qz) =2°—(a+2)2* + (2a+ 1)z —a

Partie 1 : recherche des valeurs propres de M,

1. Montrer que le réel A est une valeur propre de M, si et seulement si \ est racine du polynéme Q.
2. Vérifier que le réel A = 1 est racine de Q.

3. En déduire les racines de @ ainsi que leur nombre en fonction de a.

4. Lorsque a = 1, la matrice M; est-il diagonalisable ?

Partie 2 : réduction de la matrice M,
Dans toute la suite de l’exercice, on suppose a différent de 1 .
ey = a%e; +aey +e3
Soit B’ = (e}, €5, €5) la famille de vecteurs de E définie par : eh=er+ex+es
es = 2e1 + ez
5. Prouver que B’ est une base de E.
On note P, la matrice de passage de la base B a la base B'.
6. Exprimer f,(e}) dans la base B'.
7. Vérifier que le sous-espace vectoriel F' engendré par les vecteurs €/, et €} est stable par f, c’est-a-dire :
fa(F)CF
8. Montrer que 'expression de la matrice T, de 'endomorphisme f, dans la nouvelle base B’ est :
a 0 0
T.=]0 1 1
0 01
9. Montrer que M, n’est pas diagonalisable.
Partie 3 : étude d’un systéeme différentiel

21, T2 et x3 désignent des fonctions de classe €* sur R.
zi = (a+2)z1 — (2a + 1)z2 + az3

On considere le systeme différentiel (S') : zh =1
Th =19
1
Jepose: X = |z
z3

10. Montrer que : (z1,22,z3) solution de (S) <= X' = M, X
11. Résoudre I'équation différentielle (€;) : ¥/ = ay
12. ¢ désigne un réel fixé non nul et on considére 1’équation différentielle (D) : 2’ =z + ce’
(a) Rechercher une solution particuliere g de (D) de la forme g(t) = ate®.
(b) Donner ’ensemble solution de (D).
21
13. Déterminer I’ensemble solution du systéme différentiel Z' =T,Z ot Z = | 23 |.
z3 1
14. En déduire I’ensemble solution de (.5).
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