DEVOIR SURVEILLE N°5

Exercice 1

Partie I : étude d’un graphe

On considére le graphe ¢ suivant :

. Quel est l'ordre de ¥ 7
. Rappeler la formule d’Euler (aussi appelée formule des poignées de mains) et retrouver la taille de G.
. 9 est-il complet ? Quel est son nombre chromatique ?

. 9 est-il eulérien? Le cas échéant, donner un cycle eulérien de ¥.

T s W N

. Donner la matrice d’adjacence G de ¥.
Déterminer la matrice H telle que : G=H-1,

6. Calculer H?. En déduire H" pour tout n de N.

7. A T'aide de la formule du binéme (dont on justifiera 'invocation), déterminer I’expression de G™ en fonction

de n.
3 2 2 2 6 7 7 7
. s 12 8 2 2 s (76 77
8. On donne : Gt = 9 2 3 9 G° = 77T 6 7
2 2 2 3 7T 7 7 6

(a) Déterminer le nombre exact de chemins de longueur 3 allant du sommet 2 au sommet 4.

(b) Déterminer le nombre exact de chemins de longueur au maximum 3 allant du sommet 2 au sommet 4.
3
(c) Calculer Z G". Quel résultat cela vous permet-il de retrouver ?
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Partie II : étude d’une matrice

On consideére les matrices suivantes de My(R) :

1 0 0 O 0 0 0 1 0100 0
0100 1 0 0 O 0 010 0
L= 0O 01 0|’ J= 010 0|’ = 00 0 1}’ = 1
0 0 0 1 0 010 1 0 0 O 0
On note E ’ensemble :
a ¢ d b
E={]% 2 ¢ % c 4 (R)/ (abecd)eR
d b a c 4 Uy Gy
c d b a

9. De deux fagons différentes, montrer que E est un espace vectoriel.
10. Montrer que la famille (I, J, K, L) est libre.
11. Donner la dimension de E.

12. (a) Montrer, en les calculant explicitement, que J?, K2, L2, J3 et L® appartiennent & E.

3. Malfodsd (2~ 2o

o Por codundion: E<.J.l,+(t(2)(

A

O, . ek = (=
¢ S => iuc)

) Csvek M, N de E/ Ade B

(o\o";edclf; AMiN € E)

oo ¢ d b
MeE = Alabcd)eR Aq ™M - b o < d
d b o <
c 4d b a
o < d b
NeE = A(arpcd)eR ka N-= [ b o <
4’ b el &
< &' b
P= NNy Aeec  Adad \boab
AMAN = Aol X oua Aere  Adad’
Ad +d' b Ao wexc
Aead Ard’  Abib Ao

RYS p==e - &' = Nara B - 2bab 2 Ne <! A"~ Na+d’

= o OO
CO O =
SO =O



Jf Atk olma - o' " at B
AMaN = ™ o A e E
4 b" . P
< a" &

(@RS L)

(A
(~0) } - E  ese i~ ae\.ﬁo-—%‘au;_ ~eedlo~el dﬁ,“‘_‘_(\QD

(Fai)

e : E &8 e -c,-‘oLL ~edoeal |

Mattota 2
c - % ATcek+ 3l b /[ (apcd)eRY

E - k(T =,K,1

(l

De « %aét, E e A-‘Mbve_¢nﬁ;u_J¢mLmJJ L v :h.~ji%(@j, de ﬁcvmihg éemlu¢iu>
‘ 7

(T, T K L)

e : E & A -c,-‘au_ ~edoeal .

Ao Ssek a b d de R LBl goa:

O—I+‘°‘S+ C—K-\—AL-——OH’ (&> ({Q)

Modrme oloe or..a.‘,-v&_s.ucoc-c\wo\k‘; a-b_c=-d-0

o c 4 N

d b a ¢

< 4 b o CaorLisiom- BT, L =&k Lona .
M. (= =V¢CJCLI’_S)\&‘L)

(J:‘TNA)L,) L Nns
S w}_:‘.’_

dmL d;\n—\ E =_L|,_




Mo Apcs wlols . S e wreleE& (F-T,eE€ T[T-«cecE
)

L* o Lo LT, -LeE

42b, TW-T3°=S*TV otz

=30 LK =X

;\)Q- Ca ewl:) :SK'KS)\)(LIL_K) jL_-ZjCL::S Mdme

ALe. Sse~k M N de E .

MeE = Al(ab, ¢ dNe® fg Mo T+bI rc W dl
Nee = Al (o Leed)eR &g Nz T b I odl
de ga«;\l:, MN = (aT+oTJ+rekkxrdl)(at =+ b'j,\_c‘\&,\_d\L)

MN & olow Lonmdoinawon LinBaig dee r~chriicoo I"SK\K,L,TL. KLIL—L) TK,\/(j) _SL,/_-S
ek L, &L

o WA&WR&M/MMWM%E

de— EMM&WM&, MN e E.

Condiaon . E 268 doolde T‘“"‘(“‘”M'

A3, &[_ =L <=> L o\y\«i\r,\}ﬂ\mm = L dﬁa-.ge-ne-‘b.oo)&n.

Ay, Sskb Ae®R.

Y )

-> 0o 14 o L, A o - o

L_>XILq = o -XN o A4 Lo ~ ve) A o -\ L&‘ - L,
A o -X o Ly EDN o < a) Ly <= L,
o A o - L o - o A



A o - o
L-XT¢ ~ (@) A o -
o o AN o ALsly — L_,:
o o o A& Mol — L,

A, A4, A=> ok A-NT

AN th?((_) => A—/\L:c = >\=_4 o X:—"

B\Q\n\ S\)C(_) -_.k—'\)'\&

£, (0 ?

denriens ~zciita de Gouo ds L_S\rg(_ o~ec A=A
E: !
x =

=> D
D_btc D-—h

e - <7‘3{> e, @] woe ok é_k} - .,\ ( t‘t) el , (®) [ xp) e@f}

o=+ ((5)(3))

<
Q
s
"\ A E,(L)

()5 = (1)) 17

M/vb-ha mautandis A (@]
E_\,\(l—) =veck ‘°4 ) :'D
O —1

AS. @, 56*%»&‘3]11& £ de R )cnloql..,_n—'. AL by, BN kuq:o &> ()

Muwj/\;a\vc oleo M,MEMWL\-Ea x=a=sag:,c,,
T
')(-\-21—1&&:0 L4 ’Lf)_(,fk—\-E:Q
(V) (> K—a y2-bO L, => x4+ oo 4f1(L4+L1)—-.L—é
= oy - z2z-kL-o l_.$ -;._4_3__@ "'L(L»\*L;) 1_’&

% -y -—r+b=2 Ly > k-0 Al (G4 + L) — LG



- 2% -0

o
V) = = == \};k=b=o (I ‘g“ = L4 = alim uu#',\(@)
D‘:%:E = -
doe | B ek aire oome da Ml (R).
de Qa.l: ‘%_“—-LMA’M,L,AL}’MH) b Ll .
AS. b, L

= e rse Jo \\»\QVAD de L ool & Lo ~olowo ‘/@(.,&A

De  /Mlws PouA AL, L

} = ALy ~se Koun T@\»-LA,LL ool & I&A@m(m‘@"i.

LML’.:—MH—

(Trw) = 244,

= AL, rse KXo K/\P(V\D.AL IAERVS mgé_a}am‘mr& 2.
A #OV/"
(3+D<)ML=—2AAL
= o, el VA"‘ d2 T+ omcch S Lo ,@.Qa,w_‘ﬁe‘&—l.
ML —"’qu.,f\

(J+K) 3= Q. .,

Ma+ D¢

/

= Ay ~eSaann Qa-h‘,‘;dn. RENR"E M@ank/@ﬂ&uﬁ‘waﬁo
MH#OH‘/"

C/‘ﬁ—\&w M,”/ul,/u.}eb,m

- rok doo Nem‘mru&j%\ﬂ.

(b) En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ, KL, LK, JL et LJ appartiennent aussi a E.

(c) Etablir enfin que FE est stable par produit i.e. que le produit de deux matrices de E est encore une matrice
de E.
13. Montrer que L est diagonalisable.

14. Déterminer les valeurs propres de L ainsi que les sous-espaces propres propres associés a ces valeurs propres.

1 1 1 1
.33 1 -1 1 -1
15. On considere les vecteurs : w=[ 1| w= 1 sous= [y | o w=
1 -1 -1 1

(a) Montrer que (uj,us,us,us) est une base de My ;(R).

(b) Vérifier que ui,u2,us et us sont des vecteurs propres de L et J + K.




Partie III : étude d’une chaine de Markov

Dans cette partie, p désigne un réel de ]0, 1.

Les sommets d’un carré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle facon que les cotés du carré relient le sommet 1 au
sommet 2 , le sommet 2 au sommet 3 , le sommet 3 au sommet 4 , le sommet 4 au sommet 1 , les diagonales reliant
le sommet 1 au sommet 3 ainsi que le sommet 2 au sommet 4 .
Un pion se déplace sur les sommets du carré selon le protocole suivant :
- Le pion est sur le sommet 1 au départ.
- Lorsque le pion est & un instant donné sur un sommet du carré, il se déplace & 'instant suivant vers un sommet
voisin( relié par un coté) avec la probabilité p ou vers un sommet opposé (relié par une diagonale) avec la probabilité
1-—2p.
On note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se trouve le pion & l'instant n. On a donc
Xo=1.
16. (a) Représenter la situation par un graphe probabiliste %. Quelle est la matrice de transition A de la chaine
de Markov étudiée ?
(b) Vérifier que A s’écrit comme combinaison linéaire de J + K et L.
17. (a) Pour tout ¢ de {1,2, 3,4}, calculer Au;. En déduire qu’il existe une matrice D diagonale et une matrice
P inversible telles que A = PDP~!. Expliciter D et P.
(b) Calculer P2 puis en déduire P~1.

18. Pour tout entier n de N, on pose :
Cn = ( P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4) )

(a) Que vaut Cp?
Montrer, a ’aide de la formule des probabilités totales, que : Vn €N, Chy1=CLA.
(b) En déduire que : VneN, C,= iCOPD"P
(c) Donner la loi de probabilité de X,, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1.
(d) Déterminer I’état stable m de la chaine de Markov.

19. Khubes : Montrer que la suite ( Xy, ),c), converge en loi vers une variable aléatoire X dont on reconnaitra
la loi.
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