DS3K 2324 analyse

Exercice 3

On consideére, pour tout n € N*, les fonctions f,, : z — 1+ 1In(z 4+ n) et hy : x> x — fr(z).

Partie I - Etude de f;

1. Donner le domaine de définition Dy, de la fonction fi.

2. Déterminer les limites de f; aux bornes de Dy, .
Montrer que le graphe de f; admet une branche parabolique dont on donnera la direction asymptotique.

3. Justifier que f; est de classe C! sur Dy,, exprimer f{(z) puis dresser le tableau de variations de la fonction
f1. On ne justifiera pas les limites.

4. (a) Déterminer 1’équation de la tangente en 0 au graphe de f;.
(b) Montrer que, pour tout z € Dy, :  fi(z) <z +1.

5. Tracer la courbe représentative de fi. (On y fera figurer la tangente en 0.)

Partie II - Etude d’une suite implicite.

6. Soit n € N*.
Montrer que 1'équation f,(z) = z admet une unique solution dans ]0, +oo [, notée ay,.

5 1
7.(a) Soit n € N*. Montrer que :  hn (ans1) =In (%)
Qn+1 +n
(b) En déduire que la suite (a;,) est strictement monotone. On précisera son sens de variations.
8. (a) Montrer que, pour tout n € N* :  a, > 1+ In(n).
(b) En déduire la limite de la suite (a,).
9. (a) Montrer que : lim hp(In(n)+2)=1
n—-+o00

On admet alors qu’il existe un rang ng > 2 tel que :  Vn > ng, h,(In(n) +2) >0
(b) Montrer que, pour tout n > ng : @, < In(n)+ 2.

(¢) En déduire un équivalent simple de a,, lorsque n tend vers +oo.
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Partie IIT - Valeur approchée de a; par dichotomie

10. Montrer que 1 < o < 3. On pourra utiliser la Question 8.(a).

11. Recopier et compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie un couple [¢,n] ol ¢ est une valeur
approchée de a; a eps pres, obtenue a l’aide de la méthode par dichotomie et n le nombre d’étapes nécessaires
a la recherche de la valeur approchée.

import numpy as np
def alpha_1(eps):
a=1;b=3;n=1
while b—a>eps:
c=(atb)/2
if
=c
else
n=........
return [c,n]

Partie IV : Valeur approchée de a; par la méthode du point fixe

On définit la suite (u,) par :

ug = 1
Yn €N, upyr = bil (un)
12. Démontrer que la suite (u,) est bien définie et que, pour tout n € N : u, >1

1
13. Montrer que, pour tout n € N :  |up11 — aq| < 3 [un — aq]

1 n—1
14. En déduire que, pour tout n € N :  |u, — ;| < (5)

15. Conclure quant a la limite de la suite (uy).

16. Ecrire une fonction Python d’en-téte

def valap(eps) :
prenant en argument un réel eps > 0 et qui renvoie un couple (u,,n) tel que : u, — ay| < eps
Ao. A, A4 8w(A) =2
a3 = 3 (A4 Rm(240)= 2 _8lly) = 2 - 20(2) »o Am(2) ~ 0,69
e L,(3) > 2«,‘ (s2.)
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import numpy as np
M. def alpha_1(eps):
a=1;b=3;n=1
while b—a>eps:
c=(at+b)/2
if .C.‘.4.—rme..ba?(¢+4)$oz
b=c
else:
N~ BN S
N=.on%4...
return [c,n]
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