DS3K ALGEBRE

Exercice 2

Liminaire
1. Rappeler la définition de deux matrices semblables.
2. n désigne un entier tel que n > 2.

Soient A, B et C de 4, (R).

Montrer que :
A semblable & B
C semblable & B

L’objectif de cet exercice est d’étudier des exemples de matrices inversibles qui sont semblables a
leur inverse. Les trois parties de cet exercice sont indépendantes entre elles.

} = A semblable & C

Partie A : premier exemple

1 -1 1
On considere I’'endomorphisme ¢ de R dont la matrice dans la base canoniqueest : A= 0 1/2 0
0 0 2

On note B = (ey, ez, e3) la base canonique de R3.
3. Déterminer le spectre de A.
. A est-elle diagonalisable ?
. Justifier que ¢ est un automorphisme de R3.

4
5
6. Montrer que :  ker <<p - %idks) = vect (u) avec u = 2e; + e
7. Déterminer deux vecteurs V et W de M3 1(R) tels que :

ker (A — I3) = vect (V') et ker (A — 2I3) = vect (W)

Je note v (resp. w) le vecteur de R? canoniquement associé & V (resp. W).
8. Vérifier que la famille B’ = (u,v,w ) forme une base de R® et préciser la matrice D de ¢ dans cette base.

9. Déterminer la matrice de passage P de B & B'.
Quelle est la relation entre A, P etD ? Expliciter la matrice D1,

0 0 1
10. Onnote Q= 0 1 0 |. Calculer Q? et QDQ.
1 00

11. En déduire que les matrices A et A~! sont semblables.
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Partie B : deuxieme exemple

On consideére f 'endomorphisme de R? défini par :  V(z,y,2) € R3, f(z,y,2) = (z,—2,y + 22)
On note B = (ey, ez, e3) la base canonique de R3.
On note M la matrice de f dans la base canonique de R3.
On considere également les vecteurs u; et uz de R® définis par : w43 = (1,0,0) et uz = (0,1, —1).
12. Expliciter la matrice M.
13. Calculer (M — I3)®.
14. Déterminer le spectre de M.
15. Montrer que M est inversible et que : M~ € vect (I3, M, M?)
16. M est-elle diagonalisable ?
17. (a) Montrer que (u1,u2) forme une base de Ker(f— id).
(b) Déterminer un vecteur usz de R3 tel que : f (uz) — uz = us.

(c) Montrer que la famille B; = (u1,u2,u3) est une base de R3.
On admet que By = (u1, —us,us3) est également une base de R3.

18. Ecrire la matrice M, de f dans la base B; et la matrice Ms de f dans la base Ba.
19. Justifier que les matrices M; et M, sont semblables, et calculer My Ms.
20. En déduire que les matrices M et M ~! sont semblables.
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Partie C : troisieme exemple

1 -1 1
On consideére la matrice T' de M3(R) définie par : T' = 0o 1 -1 et on pose N =T — I3.
0 0 1

21. Justifier que la matrice T est inversible.

22. Calculer N3 et (Is + N) (Is — N + N?).

23. En déduire une expression de 7! en fonction de I3, N et N2.

24. On note g 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est N.
(a) Justifier qu’il existe un vecteur u de R tel que go g(u) # 0 et go go g(u) = 0.
(b) Montrer que la famille B3 = (g o g(u), g(u), u) est une base de R3.
(¢) Ecrire la matrice de g dans la base Bs.
(d) Calculer N2 — N et en déduire que les matrices N et N2 — N sont semblables.

25. Montrer que les matrices T et 7! sont semblables.
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