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LMAUTUN 24-25

Primitives et équations différentielles

Théme 5 - Primitives usuelles et équations
différentielles

B Comment calculer une intégrale/primitive ?

SF5.1 | Reconnaitre une primitive usuelle

Le tableau [S5.1] rappelle les primitives usuelles & connaitre.

Exemple
1
Calculer / —d¢t.
2 tlnt
On a:
1 1/t
tint Int’
d’ou :
1

/jm dt = [In| lntHg =In(In(4)) — In(In(2)) =In(21n (2)) — Inln (2) = 1n(2).

SF5.2 | Faire un changement de variables

Exemple
2t

Déterminer une primitive de T
e

t

On pose u = e, on a du = etdt donc :

e?t u 1 : +
€t+1dt: 1_‘_udu: lil—l—_u du=u—In|l1+u|=e"—In(l+e).

SF5.3 | Faire une intégration par parties

Exemple
Calculer /tcostdt.
On pose u(t) =t, v'(t) = cost, on a alors u/'(t) =1 et v(t) = sint, d’ou :

/tcostdt:tsmt—/smtdt:tsmt—l—cost. Page 1 sur 13

Parfois, deux intégrations par parties sont nécessaires :

Tixemple

Calculer /et costdt.
On pose u(t) = e' et v'(t) = cost, on a donc u/(t) = e’ et v(t) = sint, d’ou :

/et costdt =e'sint — /etsintdﬁ7

puis on refait une intégration par parties pour /et sintdt. Pour cela, on

pose u(t) = e’ et v'(t) =sint, d’ou u'(t) = e et v(t) = — cost. On obtient :
/et sintdt = —e’ cost + /et costdt.

On a donc :

/etcostdt =efsint + el cost — /et costdt,

t
/etcostdt = %(cost+sint).

1
B Comment intégrer une fonction de la forme ——— 7
ar? +bxr+c

SF5.4 | Se ramener a4 une primitive connue

Précisément, on calcule le discriminant A de ax? + bz + ¢, avec a # 0, et on a :
— Si A =0, le polynéme admet une racine double r, il est donc égal & a(x — r)

2

1
et une primitive de est — ;i
. a(z —r)? a(z —r)

— Si A > 0, le polynéme admet deux racines réelles distinctes 71 et ro. On cherche
alors a écrire la fraction comme la somme de deux fonctions

« e 5

a(zr —r)  a(z—1y)’

que 'on peut intégrer en deux In.
— Si A < 0, on réécrit le polynéme sous la forme a(1 + X?2) afin de l'intégrer en
arctan apres changement de variable.

Lxemple

dz.

Déterminer une primitive de 5
s
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1 1

. 1
On écrit ——— = — —
z(z+1) = z+1

1 1 1
/—Qdmz/—f—dlen\x|fln|x+1|:ln
T+ z x+1

Exemple

. On peut alors intégrer :

T
x4+ 1|

1

Détermi imitive de | ————— dz.
éterminer une primitive de /mz .
On écrit 12 +2z2+2 = (z+1)2+ 1. On a alors :

1
/m dl’ = arctan(w + 1)
T T

B Comment résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 17

Pour résoudre une équation de la forme a(z)y’(z) + b(z)y(z) = c(z), ou a, b, c

sont des fonctions continues, la méthode est toujours la meéme.

— On détermine les intervalles sur lesquels a ne s’annule pas (et ou les trois fonc-
tions sont définies).

— On résout I’équation homogene sur chacun de ces intervalles.

— On détermine une solution particuliere.

— On conclut.

SF5.5 | Résoudre ’équation homogéne puis trouver une solution parti-

culiere
On sait que les solutions de ’équation homogene sont les fonctions de la forme :
[ k)
z s Ae T a® dz,)\ eR.

b(zx)
a(z)’

L’unique difficulté est donc de déterminer une primitive de

Exemple

Résoudre 'équation e*y'(z) — zy(z) = 0.

La fonction x +— € ne s’annule pas, on résout donc l’équation sur R. On
sait que les solutions de l’équation sont les fonctions de la forme :

z s def¥e T de,

Pour déterminer une primitive de v — xe™

parties :
On pose u(x) =z, v'(x) =e %, on au'(z) =1, v(z) = —e™* donc :

/Iefz de = —ze ™ + /efz de=—(z+1)e™".

, on fait une intégration par
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Les solutions sont donc les fonctions de la forme :

x5 e @D A e R,
Exemple
Résoudre ’équation zy’ — In(z)y = 0.

On se place sur R}, les solutions sont les fonctions de la forme :

z > ez(ln I)2,/\ cR.

B Comment chercher une solution particuliéere ?

SF5.6 | Essayer des solutions « faciles >

Pour trouver une solution particuliere, on commence par regarder si une solution
< évidente > n’existe pas : n'oubliez pas de tester une fonction constante !

‘ Exemple

Résoudre 22y + zy = .

On travaille sur RY et R . L’ensemble des solutions de I’équation homogéne
sur chacun de ces intervalles est :

{xb—)é,/\GR}.
T

1l est clair qu’une solution particuliere est la fonction constante égale a 1.
L’ensemble des solutions de l’équation sur R} (respectivement Ry ) est :

A
{IH—+LA€R}
xr

SF5.7 | Chercher une solution particuliére sous la méme forme que le

second membre

Cela ne marche malheureusement pas a tous les coups mais, quand c’est le cas,
cela vous évite d’utiliser la méthode de la variation de la constante. Voici une liste
(non-exhaustive) pour trouver une solution particuliere de I’équation

a(z)y’ +b(z)y = (@) :
— Si les fonctions a, b et ¢ sont polynémiales et s’il existe un entier m tel que
a(z)mz™ ! 4 b(z)z™ est un polynéme de méme degré que c(z), alors on peut
chercher une solution sous la forme d’un polynéme de degré m.
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— Sic(x) = acos(raz)+ Bsin(rz) et si a et b sont des fonctions constantes, on peut
chercher une solution particuliere sous la forme x — o’ cos(rz) + ' sin(rz).

— Sie(z) = P(z)e™, et si a et b sont constants, on peut chercher une solution
particuliere sous la forme du produit d’un polynéme et d’une exponentielle mais

il faut différencier le cas ou r = ——. Précisément, si r = ——, c’est-a-dire lorsque

z — €' est solution de l’équati%n homogene, on cherche alors une solution
particuliére sous la forme z — zQ(z)e"™ avec @ de méme degré que P. Dans
tous les autres cas, on cherche une solution sous la forme z — Q(z)e"™ avec Q
de méme degré que P.

Exemple

Résoudre zy’ +y = = + 3.

On travaille sur RY et Ry . Les solutions de I’équation homogéne sur R},
respectivement R, sont de la forme :

A
z— — e R.
T

On cherche une solution particuliéere sous la forme d’un polynéome de degré
1. On pose y = ax + b et on remplace dans l'équation. En identifiant les
coefficients, on trouve a = — et b = 3.

Les solutions sur R} (respectivement Ry ) sont les fonctions de la forme :

A1
z— —+-z+3, e R.
T 2

SF5.8 | Utiliser la méthode de la variation de la constante

b(x)

On cherche une solution particuliere sous la forme z — )\(x)e_f @ 9% En injectant
dans I’équation, on trouve :

a(x))\’(:r)eff 2ty do c(r) <= N(z) = c(z) o) 5 de

V" Il ne doit rester que du X' (x) (et pas de A(x)) quand vous injectez
votre solution dans I'équation.

_ [ bx) .
En trouvant une primitive de A, puis en la multipliant par e o dz7 on obtient
une solution particuliere de I’équation.
Exemple
Résoudre xy’ +y = ze®.
+

On a vu que les solutions de l’équation homogéne sur R}, respectivement
R, sont les fonctions de la forme :

A
r——,AeR.
T
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A(z)

On cherche une solution particuliére sous la forme y, : v — ——=. On
T
dérive y, et on remplace dans U’équation. Aprés simplification, on trouve
N(z) = ze®. On a vu qu’une primitive de x — ze® est x — (x — 1)e®. Une
r—1)e”
i

x
en déduit que les solutions sur R} (respectivement Ry ) de l’équation sont
les fonctions :

solution particuliére de l’équation est donc la fonction x +—

A —1)e”
xl—>—+u,)\€R.
x x

B Comment < recoller > des solutions ?

SF5.9 | Etudier la continuité puis la dérivabilité

Lorsque la fonction devant ¢’ s’annule, on travaille sur différents intervalles. On
obtient des solutions de ’équation définies sur ces intervalles. Il est naturel de se
demander si une solution définie sur un intervalle plus grand existe. Pour répondre
a cette question, on suppose qu’une telle solution existe et on cherche a savoir si
elle est bien continue en chaque extrémité des intervalles. Si c’est le cas, on vérifie
qu’elle est dérivable. On dit qu’on recolle les solutions si 'on peut définir une
solution, c’est-a-dire une fonction dérivable, sur la réunion de deux intervalles.

Exemple

Existe-t-il une solution non nulle de zy’ + (1 + x2)y = 0 définie sur tout R.?

Onnotel; =R}, L =R, . Pourtoutx € I;,i=1,2, on a :
_1+2? 1

= -7
T

T

/<_§_de:—m@y-§.

On sait alors que ’ensemble des solutions sur I;, i = 1,2 est

12
)\i -7
{xi—) il ,AieR}.
T

On cherche maintenant une solution définie sur R. On suppose qu’une telle
solution existe et on la note f. Il est clair que f|R;+ est une solution sur R
de Uéquation donc il existe \y € R tel que :

d’ot :

22
Yz >0, f(z) = LB .

T

De méme, f\R: est une solution sur R, donc il existe A\y € R tel que :

&

A — =
Vz <0, f(z) = =
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On a supposé f solution, elle est donc dérivable, ce qui implique continue.
Calculons la limite a gauche et a droite de f en 0 :

lim f(z) = lim

z—07t z—0+ T

Cette limite est finie si et seulement si Ay = 0. De méme,

0

z

e~ T

lim f(z)= lim

r—0— rz—0— T

est finie si et seulement si Ao = 0 et dans ce cas, f est nulle. Il n’existe donc
pas de solution non nulle définie sur tout R.

Exemple

Déterminer ’ensemble des solutions définies sur tout R de
ny'—y=$2—$.

On note I = R}, I = R;. On sait que ’ensemble des solutions de
l’équation homogeéne sur I;, i = 1,2 est :

{xb—) )\iefi,)\,— € R}.

La fonction identité est une solution particuliére, l’ensemble des solutions
sur I;, i = 1,2 est donc :

{1’ B0 - R}.

On cherche maintenant une solution définie sur R. On suppose qu’une telle
solution existe et on la note f. Il est clair que f\Rr est une solution sur R}
de l’équation donc il existe \y € R tel que :

V>0, f(z) = \e™* + .
De méme, f|g- est une solution sur Ry donc il existe A2 € R tel que :
Vo <0, f(z) = Ape™F + 1.

On a supposé f solution, elle est donc dérivable, ce qui implique continue.
Calculons la limite a gauche et a droite de f en 0 :

lim f(z)= lim Ae 7 + .
z—0~ z—0—
Cette limite est finie si et seulement si Ao = 0. En revanche,
lim f(z) = lim \e % +2=0,V\ € R.
z—07F z—0+
On suppose donc Ay € R quelconque et Ao = 0 et on a f continue avec

f(0) = 0. Nous allons calculer la limite du tauz d’accroissement en 07 et
0~ afin de déterminer si f est bien dérivable en 0. On a :

lim ) a0 lim 1=1,

0~ z—0 20~
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et

g f@=FO) _ ez f(0)

z—0+ z—0 z—0+ T z—0+ T

Par croissances comparées, cette limite est toujours égale a 1, quel que soit
A1 € R. On en déduit que les solutions de ’équation définies sur R sont les
fonctions de la forme :

_1 .
. e 7 +x s;xZO
T stx <0

B Comment résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 27

SF5.10 | Appliquer le cours

Pour avoir une méthode systématique de résolution, on se restreint au cas des
équations a coefficients constants. On applique alors la méthode suivante.

— On détermine les racines de ’équation caractéristique.

— On en déduit ’ensemble des solutions de 1’équation homogene.

— On trouve une solution particuliere.

— On conclut.

Exemple
Résoudre y"(z) — 3y/(x) + 2y(x) = ze”.

On commence par résoudre l’équation homogéne. Pour cela, on cherche les
racines de 'équation caractéristique :

r”—3r+2=0,

qui sont T =1 et r = 2. Les solutions de l’équation homogéne sont donc les
fonctions de la forme :

x> Ae® 4 pe®, (\ u) € R2.

On cherche une solution particuliére sous la forme Q(z)e”. Comme 1 est
racine de ’équation caractéristique, on cherche un couple (a,b) € R? tel
que x — z(ax + b)e” est solution de ’équation.
Ona:
y = (az? + bx)e®,
Y = (az? + (2a + b)x + b)e”,
et
y" = (az® + (4a + b)z + 2a + 2b)e”.

On injecte dans l’équation :

y" =3y + 2y = (—2ax + (2a — b)) €,
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donc on a :
(—2az + (2a — b)) e = ze” <= (—2az + (2a — b)) = z.

On identifie les coefficients du polynéme :
—2a =1 . | a= —%
2a —b =0 b=-1

Une solution particuliére est :

1
T — (§z2+x) e’

on en déduit que l’ensemble des solutions est :

1
{z = Ae® + pe®® — (512 + x) e’ (\p) € RZ}
Exemple
Déterminer les solutions de y”(x) + 4y(z) = sin(2x).

L’équation caractéristique est r?+4 = 0, ses racines sont £2i. Les solutions
de l’équation homogéne associée sont donc les fonctions de la forme :

x> Asin(2z) + pcos(2x), (A, p) € R%

On remarque que le second membre est de la forme sin(ax) avec o la partie
imaginaire d’une racine de 'équation caractéristique. On cherche donc une
solution particuliére sous la forme :

y: x> axcos(2x) + b sin(2z).

Ona :
y' = (a + 2bz) cos(2z) + (b — 2azx) sin(2z),

et
y" = 4(b — ax) cos(2z) — 4(a + bx) sin(2z).

On injecte dans ’équation :
y" + 4y = 4bcos(2z) — 4asin(2z),
donc :

y" + 4y =sin(2z) <= 4bcos(2z) — 4asin(2z) = sin(2z)
<= 4bcos(2z) — (1 + 4a)sin(2z) =0

- 4b =0
—4a =1,

car les fonctions cos et sin ne sont pas proportionnelles. Une solution parti-

x
culiére est la fonction x — = cos(2x). L’ensemble des solutions est donc :

{z — ()\ - Z) cos(2x) + psin(2z), (A p) € R2}
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B Comment résoudre une équation quelconque ?

Il n’existe pas de méthode pour résoudre des équations autres que les deux que
nous avons vues précédemment : linéaire d’ordre 1 et linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants. Vous pouvez étre confrontés a deux types d’équations.

1. Des équations linéaires d’ordre 2 dont les coefficients sont des polynomes.
L’énoncé vous incitera alors a chercher les solutions polynémiales. Il faudra
commencer par déterminer le degré d’une telle solution en raisonnant avec
le terme dominant.

2. Des équations non linéaires d’ordre 1 ou 2. Dans ce cas, un changement de
variables ou I'introduction d’une autre fonction permet de se ramener a une
équation linéaire, que ’on sait résoudre.

SF5.11 | Chercher les solutions polynémiales

Exemple

Chercher les solutions polynomiales de 1’équation :

zy” + 2zy — 3y =23 + 222 — 2.

On commence par chercher le degré d’un polynome P solution de l’équation.
Comme il est nécessairement non nul, on note a,x™ son terme dominant.
Alors xP" (z) est de degré n—1, tandis que 2z P’ (x) et —3P(x) sont de degré
n. Le terme dominant de xP" (x)+2xP'(x)—3P(z) est 2na, X" —3a, X™. Si
P est solution, on doit donc avoir n =3 (et 2na, — 3a, = 1 donc a, = %)
On cherche donc une solution particuliere sous la forme :

1
y:xr—>§x3+ax2+b1‘+c.

Ona:
y =224+ 2ax +b ety =2z + 2a,

donc :
zy” + 22y — 3y = 23 + (24 a)z? 4 (2a — b)z — 3c.

En identifiant les coefficients, on obtient :

24a = 2
2a —b = 0
-3¢ = =2

L’unique solution polynomiale de l’équation est :

i—)l 3—1—2
T - -
3 3
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SF5.12 | Changer de fonction

Exemple

Résoudre 1’équation
2?y*(z) — ay(2) + y(2) =0

en supposant que y ne s’annule pas et en posant z = —.
Y

1 / y/ ; ’
On pose z = —, on a alors 2’ = —=. Si y ne s’annule pas, on a :
Y Y

/
1
p2y?(z) —xy'(z) + y(z) =0 < 22 — zy—2 +-=0

Yy Yy
= 2?2+ +2=0.

Résolvons 1’équation en z. On travaille sur R} et Ry . Les solutions de

l’équation homogene sont les fonctions de la forme x = A€eR.

Une solution particuliere est x —%2. On la trouwve avec Uintuition qu’une
fonction de la forme x — ax?® a de bonnes chances de marcher et on trouve
a= f%. On peut aussi, mais c’est plus long, chercher une solution sous la
forme x + az?® + bx + c. Enfin, la méthode de la variation de la constante
aboutit aussi.

On sait maintenant que les solutions de l’équation zz' + z = —x? sur R},

respectivement R, sont les fonctions :

2

Az
r—=———,AeR,
r 3
que l'on peut réécrire aussi :
3N -3
x ,AER.
3T

Toutefois, on me va conserver que les solutions qui me s’annulent pas afin
d’avoir l’équivalence :

y solution de z?y? —zy' +y =0

1
< z = = solution de zz' + z = —z°.
Yy

Les solutions de x2' + z = —x? définies sur R} et ne s’annulant pas sont
les fonctions :
3N — 23

x —

AER_,
et les solutions définies sur R, et ne s’annulant pas sont les fonctions :

3\ — a3
s = L R
3z
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On en déduit que les solutions de l’équation x>y —zy' +y = 0 ne s’annulant
pas sont les fonctions de la forme :

3¢ )R

3\ —23

Rf — R
y: xr —

ou de la forme :
R, — R
Yy 3z s A E R+.

—_
- 3\ — 23

1l est clair qu’on ne peut obtenir une solution ne s’annulant pas et définie
sur R tout entier.
Exemple

Résoudre z2y” (x) + y(x) = 0 sur R} en effectuant le changement de variable
t = Inz (c’est-a-dire en posant z(t) = y(e)).
Comme suggéré, on pose z(t) = y(e'). On a alors :

2(t) = ey (e) et 2"(t) = ey (e) + ey (1).

Ona:

Y
= ey(e) +ye!) = 0
— Z'(t)—-2'(t) +=2(t) =0.
On détermine les solutions de l’équation 2" (t) — 2’ (t)+ z(t) = 0. L’équation
1+iv3

z? ”(332 +y(x)=0

caractéristique est r> —r + 1, ses racines sont donc les solutions

de Uéquation =" (t) — 2'(t) + z(t) = 0 sont les fonctions de la forme :

tse? (acos (@) + Bsin (@)) , (o, B) € R2.

Les solutions de z°y"(x) + y(z) = 0 sur R} sont donc les fonctions de la
forme :

T et (QCOS <@> . <@>> , (a, B) € R?,

ce qu’on peut simplifier :

T =T (acos <M> + [sin (@)), (o, B) € R?.

2
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Exercice 5.1

A vous de jouer !

Déterminer /xB V2 + ztdx.

Exercice 5.2

Calculer /t2 costdt.
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|SF5.2|[SF5.3]

; . SN2
Déterminer / (arcsinz)” dz.

Exercice 5.4

r—1
Déterminer / —dzx.

2+

Exercice 5.5

1
Déterminer / — dzx.

2+ x2
Exercice 5.6 | SF5.1 | | SF5.4|
Déterminer /43C uil dz.
2 + z2
Exercice 5.7
1

Déterminer /

Exercice 5.8

-
922 + 6z +5

|SF5.1] ou [SF5.3]

Déterminer / - dax.
z+1
Exercice 5.9 SF5.1
T _
Déterminer / il 1dx.
e’ +1
Exercice 5.10 I SF5.5 | | SF5.8 |
Résoudre y' — 1f—x2y =z
Exercice 5.11 I SF5.4| | SF5.9|

Existe-t-il des solutions définies sur R de I’équation (1 — x)%y' = (2 —x)y ?
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Exercice 5.12 |SF5.5|[SF5.6]|SF5.9]

Existe-t-il des solutions définies sur R. de 1’équation 2%y’ +y = 22 4+ 27

Exercice 5.13

Résoudre 3" — 3y’ + 2y = e2*.

Exercice 5.14 | SF5.12 | I SF5.10

Résoudre (1 + z2)%y" + 2z(1 + 2?)y’ + 4y = 0 sur R en effectuant le changement
de variable t = arctanz (c’est-a-dire en posant z(t) = y(tan(¢)).

Exercice 5.15

Trouver toutes les fonctions f deux fois dérivables sur R telles que pour tous z et
y réels, on ait

flx+y)+ flz—y) =2f(x)f(y).

Exercice 5.16 |SF5.12]|SF5.10] [SF5.11]

1) Résoudre I'équation 22y (x)+3zy’ (z)+y(x) = 0 sur R} en posant z(t) = y(e').
2) Trouver une solution polynémiale de x2y"(x) + 3z (z) + y(v) = 322 +4x + 1.

3) En déduire I’ensemble des solutions de z2y" (x) + 3zy' (z) + y(z) = 322 +4z + 1
sur RY.

Exercice 5.17

Soit A un réel. Trouver toutes les fonctions f deux fois dérivables sur R telles que
pour tout z réel, on ait f'(z) = f(\ — ).

Exercice 5.18

Résoudre 'équation différentielle z(z — 1)y — (3¢ — 1)y + 2%(x 4 1) = 0. Etudier
les raccordements possibles des solutions en 0 et en 1.

Exercice 5.19

Résoudre sur R} Déquation z(1 + In?z)y’ + 2ylnz = 1.

Exercice 5.20

Résoudre V1 — 22y’ +y =1sur | —1,1].
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Exercice 5.21

Déterminer les fonctions dérivables sur R vérifiant Vz € R, f/(z) — f(—z) = e®.

Exercice 5.22

Déterminer les fonctions dérivables sur R vérifiant :

Ve € R, f'(z) - f(z) = £(1) - £(0).
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Correction des exercices

Exercice 5.1

On pose u(z) = z*+2, alors v/ (z) = 4z°.
Ona:

VT = (gu’(x) u(x))

donc :

/ \/2+m4dm—%( 4)3/2.

Exercice 5.2

On pose

I= /t2 cos (t) dt.

On fait une intégration par parties en po-
sant u(t) = t* et v'(t) = cos (). On a
u'(t) = 2t et v(t) = sin (¢) donc :

I=t*sin (t) — / 2t sin (t) dt.

On fait, & nouveau une intégration par
parties dans la deuxiéme intégrale. On
pose u(t) = 2t et v(t) = sin (¢). On a
alors u'(t) = 2 et v(t) = —cos (¢). On a
donc :

I =t2sin (t) + 2t cos (t) — /2COS ()
= t%sin (t) + 2t cos (t) — 2sin (t).

Exercice 5.3

On pose u(z) = arcsinz. On a :

du = #dz

V1—1z2
d’ou :
dz = /1 — sin?(u)du = cos udu,
car cosu > 0 puisque
u = arcsinx € ]—E E[
N 272

On a donc :

/ (arcsinz)® dz = /u2 cos udu.

On a calculé cette intégrale a l’exercice
précédent :

2
/u cos udu

2 . ;
=u" sinu + 2ucosu — 2sin u.

On en déduit :

/(arcsin z)? dz

= arcsin’ zsin (arcsin z)
+ 2arcsin z cos (arcsin z)
— 2sin (arcsin(z)),
soit, apres simplification :

/(arcsin z)? dz

SN2 .
= z (arcsinz)"+2arcsinzy/1 — z2—2z.

Exercice 5.4

On écrit :
z—1 2

224z z+1

1
o
On a alors :

/—xz_ld:c

T+

o )
r+1 =z

2In|z + 1| — In |z|

(z +1)? ‘

= In
|z
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Exercice 5.5

On écrit :

1 1 1
——dr= [ ———da.
2+ z2 2 14 (=

V2

x
On poseyzﬁ7 7z
.
1+ (%)
2

2 ) 1+y?

arctan(y)

1
V2

Exercice 5.6

d
on ady = —I, donc :

On écrit :
4r + 3 i
2+ z2

% 3
/2+ L +/2+ac2d$'
On a :

/23_ 2dac—21n(2—|—ac ),

et, d’apres ’exercice précédent,

——dr = —=arctan | ——= |,
2+a? V2 V2

d’ou :
4xr + 3
d
/2+12 -

=2In(2+ %) + % arctan (%)

Exercice 5.7

On écrit :

9z +6x+5 = (3z+1)>+4

ZEo
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3z +1
On pose y = 2 ,on a
3dzx
dy = —
=7
donc :

-
92 6z +5

_ 1/#(1
T4/ 3(1+y2?) i

1
= —arct
6 arctany

1 3z+1
= —arctan .
6 2

Exercice 5.8

On écrit :
T z+1—-1 1
z+1 z+1 0 z+l
donc :

/ de=z—In|z+1]|.
r+1

Si 'on ne voit pas 'astuce, on peut faire
une intégration par parties. Pour alléger
les notations, on suppose z+1 > 0, le cas
z + 1 < 0 se traite de maniere identique.

On pose v'(z) = —1i-1 et u(z) = z. On
T

au'(z) =1et v(z) =1In(z+1).
On a donc :

T
/I+1dr

=zln(z+1) — /In(x +1)dz.

On fait une deuxiéme intégration par
parties pour trouver une primitive de
In(z + 1). On pose :

w(z) = In(z + 1), v'(z) = 1.

Onau'(z):xil et v(z) =z +1. On

/ln(av +1)dz

(r+1)ln(x+1)—/da:
(z+1)In(z + 1) — z.
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On en déduit que :

/ d dzx
r+1

= zln(z+1)—(z+ 1) In(z+1)+=

= z—In(z+1).

On retrouve le résultat ci-dessus.

Exercice 5.9

On écrit :

e’ —1 2" —(e" +1)
e +1 e” 41

)
on a donc :

e L B2 L
e + 1 e +1

=2ln(e"+1) — =,

avec e” +1 > 0.

Exercice 5.10

On travaille sur R. Les solutions de
I’équation homogene sont les fonctions :

T )\ef =71 dz,)\ €R,

c’est-a-dire les fonctions :

z—=AV1+22, A eR.

Pour trouver une solution particuliere,
on utilise la méthode de la variation de
la constante. On cherche une solution
yp sous la forme z — A(z)v1+ z2. On
dérive yp :

Y —p(e) = X (@) V1 + 24—

W

On a y, solution de I’équation si et seule-
ment si :

N (@) V1 + 22 + ————A(z
@)V L A\@)
x
— 1—&-—12\/ 1+ z2X(z) = .
. ’ T .
On obtient A(z) = ———, puis

Vitaz?’
Xz) = V14 z2. En remplagant A(z)

dans lexpression de yp, on obtient
qu’une solution particuliére est :

z 1+ 27

et les solutions de l’équation sont les
fonctions de la forme :

mr—))\\/1+m2+1+mz.

Exercice 5.11

On travaille sur un intervalle sur lequel
(1 — z)? ne s’annule pas.

On note I =] — oo, 1 et Io =]1, +oo].
On remarque que :
2—x 1 1

@ .2 0 @ |

Ainsi, Pensemble des solutions sur I,
pour i =1, 2 est:

1

>\i i
= R

— X

On suppose qu’il existe une solution
réelle f. Alors fl|;, est solution sur I;
donc il existe A;, ¢ = 1, 2 tels que :

1

AjeT-= .
s Vx e ;i =1,2.
T

fe) =35

Par croissance comparée, on a :

1
AoeT-7
lim 225 —o,
21+ 1 —x
tandis que :
)\ 1
el-=
lim 25— — +00,
z1- 1—x

des lors que A1 # 0. Si A1 = 0, en re-
vanche, on a bien une fonction continue
en 1.

Est-elle dérivable? On calcule le taux
d’accroissement. On a :

lim M:O

b
z1—-x — 1

puisque f(z) =0,Vzx < 1 et

lim M:0

b
z—o1+ T — 1

Page 10 sur 13

par croissance comparée. L’ensemble des
solutions réelles est donc ’ensemble des
fonctions de la forme :

1
f@):{ = 1

0 siz <1

Exercice 5.12

On commence par résoudre sur R et
R, . Les solutions de l’équation ho-
mogene sur R (respectivement sur Ry )
sont les fonctions :

zHAeffw%dI:/\e%,)\eR.

On remarque que la fonction identité est
une solution particuliére, les solutions de
I’équation sur Ry (respectivement R;)
sont :

xi—>x+)\e%,)\€R.

On veut maintenant savoir s’il existe une
solution définie sur tout R. On suppose
qu’une telle fonction f existe. Alors f |R*+
est solution de I’équation sur R donc il
existe A € R tel que :

Vz € RY, f(z) = = + Ae®.

De méme, f|g- est solution de I’équation

sur Ry donc il existe u € R tel que :
VeeR,, f(z) =2z +/,Le%.

Pour que f soit solution, elle doit étre
dérivable sur tout R. En particulier, elle
doit étre continue en 0. On étudie donc
la limite de f en 07 et 07.

— On sait que lim es = +o00 donc la li-
z—0

mite en 07 de f n’est finie que si A = 0.
Dans ce cas, elle vaut 0.
1
— On a lim e = 0 donc Vu € R,
z—0—
lim f(z)=0.
z—0—
Pour le moment, on sait que, pour que f
soit continue, elle doit étre de la forme :

rsiz>0
T i .
T+ pez siz <0,

pour tout u € R.
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Voyons maintenant si ces fonctions sont
dérivables en 0. Pour cela, on étudie la
limite du taux d’accroissement :

7Ona£:1donc lim M:1.
T rz—=0+ T
L

. , ex
— Par croissances comparées, — — 0
T z—0—
donc :

+ 1

. T+ pew
lim ———
x—0— T

=1,
pour tout 1 € R.
On en déduit que les solutions de

I’équation définies sur tout R sont les
fonctions de la forme :

T = 1 .
{z—i—uez siz <0,

Exercice 5.13

L’équation caractéristique est :
r?—3r4+2=0,

dont les racines sont 1 et 2. Les solu-
tions de I’équation homogene sont donc
les fonctions :

x> Ae® + e’ (A, p) € R

On remarque que le second membre est
de la forme €' avec r = 2 racine
de I’équation caractéristique. On cherche
donc une solution particuliere sous la
forme

2
Yp i T > aze .

On a:

- Y(a) = (202 +a)e®,

- et ) (z) = (4az + 4a)e®.

En remplacant dans [’équation, on
trouve a = 1 donc une solution parti-
culiere est y, : © — ze®® et les solutions
de I’équation sont :

x> Ae®® + pe® + ze® (A, 1) € R

Exercice 5.14

On pose y(z) = z(arctanz). En dérivant
cette égalité deux fois on obtient :

/ _ 1 /
Yy (z) = Tra2? (arctan z),
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puis :
y'(z) = ﬁz”(arctam z)
— uf%yz'(arctan ).
On a:

(1+2°)%y" (@) + 22(1 + 2°)y'(z) + 4y (2)
= 2" (arctan ) + 4z(arctan )

donc y est solution de I’équation si et
seulement si z est solution de I’équation :

2" (t) + 4z(t) = 0.

Les solutions de cette équation d’ordre
2 & coeflicients constants sont les fonc-
tions :

t = acos(2t) 4+ Bsin(2t), (o, B) € R

On en déduit que les solutions de
I’équation initiale sont les fonctions :

z — a cos(2 arctan z) + B sin(2 arctan x),

(o, f) € R%.
On peut simplifier I'expression des solu-
tions. En effet, on a :

cos(2 arctan(z))
= 2cos?(arctan(z)) — 1

2
- 1
1 + tan?(arctan(z))

2 1_1—12
T 1422 T 1422

et

sin(2 arctan(z))
= 2sin(arctan(z)) cos(arctan(z))

= 2tan(arctan(z)) cos? (arctan(x))
2z
142

Les solutions de 1’équation sont donc :

a(l —z?) 20z 2
R-.
T 522 +1+IQ,(a,ﬂ)€

Exercice 5.15

Soit f une solution de I’équation fonc-
tionnelle. On remarque que pour :

z=y =0,

on a 2f(0) = 2((0))? donc f(0) = 0 ou
1. Si f(0) = 0, alors pour = quelconque
et y = 0, on obtient :

donc f est la solution nulle.

Déterminons les solutions non nulles
de cette équation. Elles vérifient donc

£(0) = 1.

On commence par dériver I'égalité par
rapport a y. On obtient :

flla+y) = flz—y) =2f(2)f (v),
puis en dérivant a nouveau par rapport
ay:

'@ +y)+ (@ —y) =2f(2)f" (y).

Ceci est vrai pour tout z et tout y. En
particulier, cela doit étre vrai pour y = 0.
On a donc :

Ve €R, 2f"(z) = 2f(2)f"(0),
ce qui est équivalent a :

vz e R, f'(z) = f(x)f"(0).

On pose a = f”/(0), on cherche donc les
fonctions vérifiant :

{ f'(z)— af(z) =0,Vz € R
7 (0) = a.

On résout 1’équation différentielle :

/i

y' —ay=0:

— Si a > 0, les solutions sont les fonc-
tions de la forme :

z — Ach(y/az) + psh(y/ax)

avec (\, u) € R2.
— Si a = 0, les solutions sont les fonc-
tions de la forme :

T — ar+b.
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— Si a < 0, les solutions sont les fonc-
tions de la forme :

x — Acos(v—ax) 4+ psin(v—az),

avec (\, ) € R2.
Ona:

flle+y) =z —y) =2f(x)f (v),

donc pour z =y = 0, on a f(0)f(0) = 0.
Les seules fonctions affines satisfaisant
ceci sont les fonctions de la forme z — az
ou x — b.

Dans les deux autres cas, f(0) = A =1
donc on a nécessairement f'(0) = 0 ce
qui impose g = 0.

Ainsi, les fonctions recherchées appar-
tiennent a I’ensemble des fonctions sui-
vantes :

— x = ch(ez), ce RT

- z—az,a€R,

- z—b beR,

— z + cos(cx), c € RT.

Déterminons, parmi ces fonctions, celles
qui satisfont I’équation fonctionnelle :

fl@+y)+ flz—y) =2f(2) f(y).
Les deux fonctions :
z — cos(cx)

et
x +— ch(czx)

satisfont 1’équation fonctionnelle pour
tout réel positif c¢. En revanche, pour
z — ax, I'équation n’est satisfaite que
pour a = 0. Pour la fonction constante,
on doit avoir 2b = 2b* ce qui impose
b=0oub=1.

Au final, les solutions sont la fonction
nulle, la fonction constante égale a 1 et
les fonctions z + ch(cz) avec ¢ > 0 et
z + cos(czx) avec ¢ > 0.

Exercice 5.16

1) On pose z(t) = y(e'). On a alors :

et
Z/l (t) — e?ty//(et) + ety/(t).
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On a:

2%y () + 3ay/(x) + y(z) = 0
< 2"(t) + 22/(t) + 2(t) = 0.

L’équation caractéristique de :
2'(t) +22(t) + 2(t) =0
est :
r+2r+1=0.
Elle posseéde une racine double donc les

solutions de 2" (t) + 22'(t) + 2(t) = 0 sur
R sont les fonctions :

t— (at +b)e ", (a,b) € R

On en déduit que les solutions de
22y (x) + 3zy'(z) + y(z) = 0 sur RS
sont les fonctions :

z+ (alnz +b)e” ™% (a,b) € R?,
ce qui se réécrit :

. (alnz +b)

b) € R
- , (a,b) €

2) Si une solution polynémiale existe,
notons az" son terme dominant. Le
terme dominant de z%y”(z) est :

n(n — Daz" 2z* = n(n — 1az™.
Le terme dominant de 3zy’ () est 3naz™
et celui de y(z) est az™. On doit donc
avoir :

n(n — 1)az”™ + 3naz”™ + az™ = 3z°.

Ona:

nn—1)+3n+1 n®42n+1

(n+1)?#0,

il faut donc n = 2. On cherche donc une
solution polynémiale sous la forme y, :
z+> az® +br+c. On a yp(z) = 2az +b
et yp(z) =2a. On a:

yp solution

<= 9az® + 4bx + c = 32° + 4z + 1.

Par identification, on trouve :

1
a= =
3
b=1
c=1.
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3) D’aprées les deux  questions
précédentes, on en déduit que les so-
lutions sur R sont :

1 b
H(an:c—l— )

+= +:c+1 (a,b) € R
T

Exercice 5.17

Soit f une fonction deux fois dérivable
vérifiant f'(z) = f(A — x). Ceci étant
valable pour tout z réel, et f étant
dérivable deux fois, on peut dériver
I'égalité. On obtient f”(z) = —f'(A — x)
or par hypothese,

ffA=—a)=fA = (A-2) = f(a).

La fonction f est donc solution de
l’équation différentielle 3y’ = —y. Elle
est donc de la forme a cos(z) + Bsin(z),
avec (o, §) € R2.

Réciproquement, a quelle(s) condition(s)
une fonction de la forme :

x — acos(z) + Bsin(z)

est-elle solution 7 Si elle est solution, on

a f(A—z) = f'(x) donc :

acos(A —z) + Bsin(A — z)
= —asin(z) + S cos(x)

Le membre de gauche est égal a :

a cos(N) cos(z) + asin(A) sin(z)
+ Bsin(A) cos(z) — Bsin(z) cos(A)

On a donc :

{ acos(A) + Bsin(A) =
asin(A) — Bcos(A) = —aq,

car les fonctions cos et sin ne sont pas co-
linéaires, on peut donc identifier les co-
efficients devant cos et sin. On remarque
que la fonction nulle (pour («,3) = 0)
est solution de I'égalité pour tout A € R.
On différencie trois cas, selon la valeur
de .

Si=F+2km,k€Z,ona:

{5=ﬂ
a=—«

ce qui implique a = 0.

Sid=—-5+2km,k€Z,ona:

—-B=25
—a=—«o
ce qui implique 8 = 0.
On suppose maintenant que :
s
Ao thmkeZ.

Le systéme précédent est équivalent au
systeme suivant :

{ B(1 —sin(A)) = acos(A)
Bcos(A) = afsin(A) + 1)

La deuxiéme ligne implique :

1+ sin(X)

i cos(A)

Réinjectons cette valeur de [ dans la
premiere ligne du systéme ; on obtient :

sin(A\) + 1

(1 —sin(\))a o5

= acos(N),
ce qui est équivalent, puisqu’on a sup-
posé cos(A) # 0, & :

a(l —sin®(A)) = acos® (),

ce qui est vrai pour tout A. Ainsi, on a

montré :

- 8i A = § + 2kn,k € Z, les solutions
sont de la forme :

z — Bsin(z), 8 € R.

- Si A= —F +2km, k € Z, les solutions
sont de la forme :

z +— acos(z),a € R.

— Si A # §+km, k € Z, les solutions sont
de la forme :

sin(A) +1 .
v sm(z)) ,

T (cos(;v) +

a€R.
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Exercice 5.18

On étudie ’équation sur les intervalles
ou le coefficient z(x — 1) ne s’annule pas,
c’est-a-dire sur I} =] — 00,0[, Io =]0, 1]
et Is =|1,4o0[. Sur chaque intervalle
I;, ¢ = 1...3, on étudie d’abord l'en-
semble des solutions de 1’équation ho-
mogene, c’est-a-dire ’équation :

, 3r—1

——Fy=0.
L r(rfl)y
Ona:
3r—1 2z+zxz-—-1 2 Jr1
z(x—-1) " z(z-1) -1 =z’

donc :

3z —1 d 4 dz
z(z—1) 1 T
=2ln|z — 1| + In|z|
= In|z|(z — 1)%.
On trouve que, sur I;, ’ensemble des so-
lutions de I’équation homogene est :

x = Na(z —1)%,

i € R.

Pour trouver une solution particuliere,
on applique la méthode de la variation
de la constante. On cherche donc une so-
lution particuliere sous la forme :

= Az)z(z —1)%

Elle est dérivable sur chacun des inter-
valles I;. On a :

N(z)z?(z —1)3

+ AMz)z(32% — 4z + 1) (z — 1)
— Bz —1)(z — 1)’z (x)

=2}z +1)
ce qui implique \(z) = 7%;7_431)%. On
réécrit \’ sous la forme :
—1)+2
N _ -1 +2
@) (@-1)3
1 2

T (z-12 (z-D¥

LMAUTUN 24-25

En intégrant chaque terme, on trouve :
1 - 1
(z—1)  (xz—1)2

Une solution particuliere est donc :

Az) =

z(z —1)%  z(x— 1)
@-1 @-D?
:3:(3:71)+9:=332.

Ainsi, on a montré que, pour i = 1...3,
I’ensemble des solutions sur I; est

z = Niz(z — 1)2 +3:2, i € R.

Etudions maintenant le recollement
éventuel des solutions. Soit f une so-
lution de I’équation définie sur tout R.
Alors il existe (A1, A2, A3) € R? tel que :

f(@) = Niz(z — 1)? + 22, Vz € L.

Comme f est dérivable, elle doit étre
continue en 0 et en 1. En 0, on a :
lim Mz(z—1)>+2> =0,
z—0—

et
lim Xox(z — 1)+ 2> =0,
z—0+

donc la continuité en 0 n’impose pas de
conditions sur A\ et As.

En1,ona:
lim oz(z—1)>+2> =1,
z—1—

et
lim Asz(z— 1) +2> =1,
z—1+
donc la continuité en 1 n’impose aucune
condition sur A1, A2, Ao.
Par hypothese, f est dérivable en O et 1.
On a:

Mz(e —1)2 + 22

lim = A1,
z—0— T
tandis que :
Y _1)2 2
i 22eE@ ) e
z—0+ T

Puisque f est dérivable en 0, on doit
avoir A1 = Az.

En 1,ona:

lim
T—1— r—1
= lim Xoz(z—1)+ (z+1)
rz—1—
=2
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et, de méme,

Y Asz(z — 1) +2° —1

=2
z—1+ r—1 .

donc f est dérivable pour A et A3 quel-
conque.

En conclusion, I’ensemble des solutions
réelles de ’équation est l’ensemble des
fonctions de la forme :

pr(z — 12 +z?siz el
Osiz=0
fur:z ¢ pr(z—1)2 +a?siz el

lsiz=1

Me(x— 1) +asiz el

avec (1, ) € R? ce qui s’écrit plus sim-
plement :

fur(z) =

pa(z —1)2 + 22 si z €] — oo, 1]
Az(x —1)2 + 22 siz € [1, +oof

Exercice 5.19

On commence par chercher les solutions
de l’équation homogene. On remarque
que :

2Inz 2
———————dz=In(1+1 .
/I(1+ln2$) -

Les solutions sont donc les fonctions :

A

—»——>s—,AER.
i (14 1In?x)

Pour trouver une solution particuliere,
on procede par variation de la constante.
On chercher une solution sous la forme :

A=)
T 72.
(1+In“z)
On trouve :
1
! J—
N(z) = -
d’ou :

ANz)=Inz

et finalement :

(@) Inx
T)= ——®%5—.
be 1+ I’z

L’ensemble des solutions de 1’équation,
définie sur R} est donc :

{ A+ Inzx
T AT

AER
1+ 1In%z’ - }

Exercice 5.20

Les solutions de 1’équation homogene
sont les fonctions de la forme :

T ™% A e R.

On remarque que la solution constante
égale & 1 est une solution particuliere,
les solutions de l’équation sont donc les
fonctions de la forme :

T ™% + 1 A eR.

Exercice 5.21

Soit f une fonction dérivable vérifiant :
vz € R, f'(z) — f(—z) =€,
alors :
f'(@) = f(-z) +¢,
donc f’ est dérivable et on a, Vz € R :
(@)= ~f(~z)+¢".
Or f'(—z) = f(z) + e, donc :
@)+ f(z) =e" —e™®

On en déduit que l’ensemble des solu-
tions de I’équation fonctionnelle :

fl@) = f(-z) ="

est inclus dans I'ensemble des solutions
de I’équation différentielle :

' (z) + f(z) =" — e ® = 2sh(x).

Les solutions de ’équation homogene as-
sociée sont les fonctions :

z+ acos + Bsinz, (a, B) € R?,
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une solution particuliere est sh, donc
I’ensemble des solutions de 1’équation
différentielle est :

{z — acosz + Bsinz + shz,
(a, B) € RZ} .

Cherchons, parmi ces fonctions, les-
quelles vérifient ’équation fonctionnelle.
Soit donc (o, 8) € R? et

f R — R
"l z +~— «acosz+ Bsinz + sh(zx)

Ona,VzeR:

f'(z) = —asin(z) + Bcos(x) + ch(z).
La fonction f est solution de 1’équation
fonctionnelle si et seulement si Vo € R :

— asin(z) + B cos(z) + ch(z)—
(acos(—z) + Bsin(—z) + sh(—z)) = €,

ce qui est équivalent a :
(B — o) sin(z) + (8 — «) cos(z)
+ ch(z) + sh(z) = e”.

Comme ch(z) + sh(z) = €%, la fonction
f est donc solution si et seulement si
a=f.

On en déduit que les solutions du
probléme sont les fonctions :

x +— a(cos(x) + sin(z)) + sh(z), o € R.

Exercice 5.22

On suppose qu’une telle fonction f existe

et on pose g : z — f(z) + f(1) — f(0).
On a alors :

g'(x) —g(z) =0,
donc g est de la forme z +— Ae®. On a :
9(0) == f(1),

et
g(1) = e =2f(1) — £(0).
On en déduit que :

f)=A



