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CHAPITRE 4
PREMIERE PERIODE

EQUATIOlYS
DIFFERENTIELLES

I) Equations différentielles linéaires du premier ordre
1) Généralités

Notations
Pour tout le chapitre :

1désigne un intervalle de R ,

K estsoitégalà R ,soitégalà C (laplupartdutemps, K=R),
g(I,K) désigne I'ensemble donc fonctions de 1 dans K dérivables sur1.
Rappel

[s@)ax désigne une primitive quelconque de la fonction g.

f g@d, est la primitive de la fonction g qui s'annule en c .

Exemples

[xdx=**' ,lu'tu=e* +t et ![Aat=e'-I
dr: On appelle équation différentielle linéaire (I) du premier ordre toute équation différentielle de la forme

y' + a(x)y: ô(x) où c et â sont des fonctions continues de l dans K .

dz z ÿ' + a(x)y = b(x) est l'équation différentielle avec second membre .

On note S(I) I'ensemble des solutions de (I) sur1.
y' + a(x)y = 0 est l'équation differentielle sans second membre , on I'appelle équation homogène (H)
On note S(H) I'ensemble des solutions de (.I1) sur 1 .

d, : Une solution/de l'équation differentielle (I) est une fonction de.I dans K dérivable sur I . f e 9(l,K)
vérifiant la relation : Vx e I , f'(x)+ a(x)f (x): b(x) .

p, : Soit 1"e K ,soit (fr,fr)e9(H)2 alors f +)tfre .g(H) .

Preuve

Soit À€K , soit (J,,fr)eS(.É1)2 .

fr+)"fre9(1,K) et

(f, + )ufr)'(x) + a(x)(f, + Lfr)(x) = fr (*) + Xfr' (x) + o(x) fr(x) + )ua(x) fr(x)
- { (ù + a(x) fr(x) + }v(fr' (x) + a(x) fr(x))
-\,

On en déduit que .fi+)ufreS(II) .

P2 : Soit (L) . y', +a(x)y=b(x) où a,b:1-+K sont continues sur1.

Soit yo une solution particulière de (I) , alors toute solution de (Z) s'écrit coflrme la somme d'une

solutionde (H) etde yo , c'est-à-dire: S(I) =ÿotS(H) .

Preuve
Soit yo e S(I) , c'est-à-dire _ÿo € 9(l,K) et y[ + a(x)yo =b(*) .



S(Z) c yo + S(Ë1) ?

Soity e S(Z) > y eg(I,K) ety' + a(x)y =b(x)= y e g(I,K) ety'+a(x)y: y'o + o(x)yo
) y e I (l,K) et (y - yo)' + a(x)(yo - y) = 0 = y - ÿo eS(H) = y e yo + S(H) .

yo + S(ll) c S(Z) ?

Soityeyo +§(I1)=1heS(f/) I y = yo + h .

ye9(I,K) et y'+a(x)y=(.yo+ h)'+a{x)(yo+h)=y'o+a(x)yo+h'+a(x)h=b(x)+0=à(x) donc ye9(L)
(lonclusion
Pour résoudre l'équation différentielle (I) : y' + a(x)y = b(x) où a,b:1 -+ K sont continues sur 1 , il faut

résoudre l'équation differentielle (I1) : y' + a(x)y = 0 , trouver une solution particulière yo de (I) et faire

la somme de ÿo et de S(11) .

2) Résolution de l'équation homogène (Àl')
Ilr, : Soit (H) y' + ulx)y = 0 où u'. I -+ lK est continue sur 1 .

Les solutions de (H) sont les fonctions x r-+ ke' J,1"r)r/'r , É e .K

Démonstration
Soit /:1+K une solutionde (Il) , onadonc/dérivable sur-Iet Yx=_ I , f'(*)+a(x)f(x)=O .

Lafonctionaestcontinuesurl, soit,4uneprimitivede asttrl,c'est-àdire, Vxe I , A'(x):a(x) .

VxeI ,f'(*)+a(x)f(x)-0<>VxeI ,[f'(*)+a(x)f(x)1d(*) =0eVxe I ,[f@)dt')]'-0
elËeK I Vx eI ,f(x)eA(*) -kelkeK I Vx eI ,f(x)-ke-Atù -1ru-la?)dx

Exemple

Soit (H) : (cos.r)y'+(sin-r)y=0 sur I =l-

(cosx)y'+(sinx)y=0+ y'=-(tanx)y= y=ke-l^** - ç"tnlcosrl -2rla(cosx) =fcosx , ÉeR-

3) Résolution de I'équation différentielle (I)
Soit (Z) . y' + a(x)y = b(x) où a,b:1 -+ K sont continues sur 1 .

Oncommenceparrésoudre (H) , S(H)={xr+ çu-laî)x,ÉeK} .

Il faut trouver une solution particulière yo de (L) .

Si les fonctions a et b sont des polynômes , on peut essayer de rechercher y0 sous la forme d'un polynôme

a(x):{(x) et b(x)=frç*1 -) ÿo =Pz(x),
a(x)=Pr(*)e* etb(x)=Pz(x)e* -+ ÿo=Pz(x)e* ,

a(x) = cos(ax)e* et b(x)= sin(ax)e* -+ ÿo =fAcos(ax)+ Bsin(ar)lr*
Exemple
Résoudre l'équation différentielle (E) 1 ÿ'- xy = x
Résolution de l'équation homogène y' 

,rÿ:0 
:

y' - xy= 0= ÿ' = xÿ ) y = ke!*e = k"î, ft elR"

Recherche d'une solution particulière :

ÿo = -1 est une solution particulière de (E) 
ÿ

Onadonc:sur R ,lessolutionsde (E) sontlesfonctions ÿ=-l+kea , ,teR
p, : Soit (L) : y' + a(x)y=à,(x)+ôr(x) où a,b1,b2:/ +K sont continues sur.I.

Si H (resp. yr)estunesolutionparticulièrede y'+a(x)y=4@) (resp. y'+a(x)y=bz@))alors

ÿt: ÿt + y, est une solution particulière de y' + a(x)y :4(x) t br(x) .

Preuve
(h,yz)e 9(I ,K)z = yz e 9(I,K) .

y! + a(x)y, : (yt t yz)' + a(x)(h + ÿz) = y{ + a(x)y, + y', + a(x)y, : br(x) + bz@) .

On en déduit eue _/: est une solution de (L) .

)l lL _
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Méthode de la variation de la constante
Soit (Z) : y' + a(x)y =b(x) où a,b:1 -+ K sont continues sur 1 .

On commence par résoudre (H) , S(1/) = {x » çs-la@)d' , É e K} .

Il faut trouver une solution particulière yo de (L) .

On recherche yo sous la forme yo@)= k(x)e-A(*) , c'est-à-dire on fait varier la constante È.

yo est solutionde (Z)=y[(x)+ a(x)yr(x)=b(x)>k'(x)e-A(.) -k@)a(x)e-A{') +a@)k(x)eA(*) =b(x)

= k'(x)e-At'r = ô(;r) > k' (x) = b}ùeA(r) = k@) = [nçida) dx = yo = e-t{ù [b@)ftù 6ç .

La réciproque est immédiate .

S(I): yo + S(H) donc les solutions de (I) surl s'écrivent :

v - ke-'At*)'*
s(È)

* u-u't 
lb(x1ett*'t 

dx , Ë e K ou l(x) = tag)dx .

solution particuliere de 1Z)

pr: Soit (L): y'+a(x)y=b(x) où a,b:1+K sontcontinuessurl.
Soit (.r6,yo) e 1x K , il existe une unique solution/de cette équation différentielle vérifiant f (q)= yo

f Go)-yo est la condition initiale .

Preuve

La solution générale de (I) sur/ s'écrit, = e-t{ù(k + tn61é<.)a*\ uu"" Ée K, ,,4 désigne une

primitive de a sur 1 .

On prend A(x)=!. a(r)dr et f(x)=e-'<t'r( +!. q4eet"r,).

Ona feS(I) et "f(xù-ÿ0.
Remarque
Soit (E) . a(x)y' + b(x)y: c(x) où a , b et c sont des fonctions .

On détermine le ou les intervalles l par les conditions :

Les fonctiois a , b et c sont continues et la fonction a ne s'annule pas .

Ensuite , on divise l'équation différentielle par a("r) pour x e I et on applique la méthode précédente .

4) La méthode d'Euler
Soient (L) : y' + a(x)y =b(x) où a,b:1 -+K sont continues sur I et (xr,y)e1xK .

On note/l'unique solution de (I) vériflrant la condition initiale f (xo)= ÿo

Onadonc: Vxe I , f(*):noo'?o+!'q4/<oar)avec A(x)=!o61a, .

Soit â un nombre réel strictement positif assez petit .

Onseproposed'obteniruneapproximationde/surl'intervalle [xo,& +nh),n e N .

Onnote trr=f,ô +kh , /re[0,n],ona xk*r-rr=f,b +@+l)h-xo-kh=h.

h petit) xk*r= xo ) f Gd -[G) = f'(xt)= f (x**t)= f (xo)+(xt*t- xr)f'(xr,) .
nk+l 4k

Or .ro*, -xk- h et f'(xo)=-a(x*)f(xr,)+b(x), il vient : .f(xt*)= f(xr,)+h(-a(xo)f @o)+b(x))
Ondéfinitlasuite (yo)o=*=npar. yo=fGù at ÿ**t=yo+h(-a(xr,)yt +b(xo)) ,0<k<n-l .

y - f (q) = ÿo * h(:-a(xùyo + b(x)) - f(ro) - h(-a(x) f("ri, ) + ô(.ro)) = 0 = y = .f (q) .

yz- fG)= yr+h(-a(xr)yr +â(x,)) - f(x)-h(;-a(xr)f(x,)+â(x,))=0= yz= fG) .

VËe[0,n] , ÿk=f@) doncle point kIu(xu,yu) approchele point(xr,f(rr)
On approche la courbe de/sur I'intervalle ï_4,***rl par le segment fM*,Mr,*rf .

La ligne brisée Ilv{o^41,...,Mn7=Uu{alrtiv[MrÀ4r]w...wf]v{*_rÀ4nf est une approximation de la courbe def
sur I'intervalle [xo,xo + nh] .



Soit l'équation diflërentielle (E) : (e' + 1)y' - d y =2*("' +l)2, ÿQ)= -2 .

(e'+ I )y'-e'y=2x(e' + I)r <> y'- 9- ,y=2x(a' +l)
e'+l-

(E ) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et on la résout sur 1 = R
Résolution de l'équation différentielle (E) :

Résolution de l'équation homogène (H) :

y'- !. .1,-0= y'= ! -y)y=Â"i":*,"' =lrutnrc'+t'=k(c'+l),ke R .' c*+l' " c'"+l'
Recherche d'une solution particulière 11, :

On effectue la rnéthode de la variation de la constante , on recherche ÿ,, sous la fonne ÿo = k(x)(e' +1)

yi,- T :y,t=Zx(e,+1)<+ k,(x')(e, +l)+k(.x)e' --11u. +l)k(x) =2x(e, +l)
e' +1e- + t 

<+ k,1x)= Ly

= k(x)= -r2

On a donc yo = x2 (e' +1) .

Lasolutiongénéralede (E) sur R est:y=k(e' +1)+x2(e'+1)=(x2+k)(e'+1),i'eR .

la condition initiale permet de calculer la constante fr.
.v(0.1 = -2= 2k = -2=,( = - I

On a donc -f(-r)=1x2 -1)(e' +1),xeR .

Approximation de la solution/'par la méthode de Newton :

On prend h=0,2 et n= 6 , I'approximation s'effectue sur I'intenalle [0,12l10] .
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II) Equations différentielles linéaires du second ordre à coeff. constants
1) Généralités

dr t On appelle équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants toute équation

différentielle (Z) delaforme ayn+by'*ü=g(-r) où (a,b,c)€R3 , a*0 et g:I -+K estcontinue
Notations
Onnote (L): ay'+by'+ry=g(r) et S(I) lessolutionsde (I) sur1.
On note (H) : ay' + by' * cÿ = 0 et S(H) les solutions de (I/) sur 1 .

p,ti) Soit À€K , soit (/,g)eS(I{)2 alors À,f +pge,S(E) .

ii) Soit /0 une solution particüière de (I) , alors S(Z) = yo + S(Ë1) .

Preuve
Déjà faite dans le cas des équations différentielles linéaires d'ordre I .

2) Résolution de I'équation homogène (f;t)
(H): ayu+by'*Ç=0 ,(a,b,c)GR3, a*0 .

Onrecherchedessolutionsde (/1) souslaforme ÿ={, reC .

y vérifie (H) e (arz +br +c)eo = Q 43 or2 +br * c=0
ar2 +br*c=O est appelée équation caractéristique de (H) , L=bz -4ac .

. Â > 0 : deux racines réelles distinctes r, et r, .

ÿr=ertx et ÿz-dz'sorûsolutionsde (H) .

V(À,p)€R2 , ?'h+Lryz=?ue4* *1te/zx estaussisolutionde (H) .

. A = 0 : une racine double ro .

ÿt = e'o* est solution de (H) .

On pose ÿz= x&x

ayî+byL*ez- a(Zroe'o* +ro2xe'o*)+b(e'o* +rrxeh*)+cxe'o* - eroxf)c(aroz +bro+c)+ 2aro+ô ]=g .

=o 
=o *rro=_*

La fonction y, est donc solution de (H) .

V(I,fr) € R2 , )"yr+ltyr=îte'o* *lucerox =(?u+px)do' est aussi solution de (Ë1) .

. Â<0 :deuxracinescomplexesconjuguées r=ü*iF etv .

xr-+ { et x r+ Æ sont solutions de (11) .

V(y,ÿ)€C2 , xr-+yeo +y* est aussi solution de (H) .

Pour obtenir des solutions à valeurs réelles, on prend T =u+iv et ÿ =f =u-iv
ye* + y* = 2Fte(ye* )= 2Re[(z + iv)e@+fi)x ] = 2Re[(z + lv)e* (cosBx + isinp-r)] = 2ue* cosBx - 2ve* sinsx

Onpose ÿt=€*c,osp"r et ÿz=e*sin$x .

Les fonctions H et y, sont solutions de (H)
V(À,p)€R2 , ?"yt+ltyz=Àe*cosÊx+pe*sinBx estaussi solutionde (I/) '

7hr: Soit (H) .ay'+by'*cÿ=0 oit(a,b,c)eR3 avec.a*0 .

Equationcaractéristiqr,rc arz +br+c=0 , A =b2 -4ac
Si 

^ 
> 0 , deux racines réelles distinctes r, et r, '.

ÿ=\,e4'+LÈ" , (I,p)eR.2 .

Si À = 0 , une racine double 4l :

y = ()'+ px)eôr , (À,p) e R,2 .

Si 
^<0,deuxracinescomplexesconjuguées 

r=cr+iB et F :

ÿ=)ve*çosp;r+pe*sinBx , (À,p)e R.2 .

Démonstration
Une partie faite au dessus .



3) Résolution de l'équation différentielte (L)
(L). ay'+by'+cy:g(r) où(a,b,c)€R3, a*0 et g:I-+K estcontinue.
S(I)=yo +S(I1) .

Recherche d'une solution particulière yo .

On recherche une solution particulière ayant la même forme que la fonction g.
S(x)=fi(x) -+ ÿo=Pz(x),
g(x) = (Q)e* + ÿo = Pz(x)e* ,

g(r) = cos(ax)e* ou sin(ar)e* -+ y, = [,4cos(ar) + Bsin( ax)fe* .

Exemplc
Soit l'équation différentielle y' -2y' + ÿ =l+ cos-r+ e'
On est en présence d'une équation differentielle linéaire du second ordre à coefficients constants .

. Résolution de l'équation homogène :

Equation caractéristique : 12 -2r +l :0 .

Une racine double ro=l , y=(?"+Ur)e' , (À,p)eR"2 .

. Recherche d'une solution particulière :

Soit y, une solution particulière de y' -2y' + y --l
Soit y, une solution particulière de y' -2y' + y = cos,r .

Soit y, une solution particulière de y' -2y' + ÿ = e*

h+ ÿz +y, est une solution particulière de y' -2y'+ /= 1+cosx t€' , en effet :

(yt + yz + ÿz)' - 2(y -r ÿz * yt)' + (h + yz + ÿz) : y{ - 2yi + h + ÿi - 2 y'z + yz + yi - 2y\ + yz

=1+cosx +d =0 .

., _ 1.Yl- |

On recherc he yz sous la forme acos.r + âsin.r , ÿ2:- jrirr, .

Onrecherche y, souslaforme Atr2e* , yr=)*'r' .

.Lasolutiongénéraledel'équationdifferentielleest y=()'+ÿx)d+t-jsin, *l*u., (À,Ir)e R2.


