LYCEE MILITAIRE D'AUTUN

MPSI, ANNEE SCOLAIRE 2003-2004
CHAPITRE 4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PLAN DU COURS

I) Equations différentielles linéaires du premier ordre
1) Généralités
2) Résolution de I'équation homogene (H)
3) Résolution de I'équation différentielle (L)
4) ILa méthode d'Euler
II) Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants
1) Généralités
2) Résolution de I'équation homogene (H)
3) Résolution de I'équation différentielle (1)

Fiche d’exercices sur les Equations différentielles




CHAPITRE 4
PREMIERE PERIODE
EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

I) Equations différentielles linéaires du premier ordre
1) Généralités
Notations
Pour tout le chapitre :
[ désigne un intervalle de R |
K estsoitégala R , soit égal a C (la plupart dutemps, K=R ),
2(1,K) désigne 'ensemble donc fonctions de / dans K dérivables sur / .
Rappel
jg(x)dx désigne une primitive quelconque de la fonction g .

_[ ) g(t)dt est la primitive de la fonction g qui s'annule en ¢ .
c
Exemples

jxd,rzéxz R Iexdx=ex+k et I;e’dt:e"‘—l )

d, : On appelle €quation différentielle lin€aire (L) du premier ordre toute équation différentielle de la forme
V' +a(x)y=b(x) oua et b sont des fonctions continues de / dans K .

d,: y'+a(x)y=>b(x) estl'équation différentielle avec second membre .
On note S(/) I'ensemble des solutions de (L) sur /.
V' +a(x)y=0 est I'€quation différentielle sans second membre , on I'appelle équation homogene (H) .
On note S(H ) lI'ensemble des solutions de (/) sur /.

d, : Une solution f de 1'équation différentielle (L) est une fonction de / dans K dérivable sur/: /e Z(/,K)
vérifiant la relation : Vxe/ , f'(x)+a(x)f(x)=5b(x) .

p, : Soit e K | soit (f,f,)e-F(H)* alors f,+Af, €S (H) .

Preuve

Soit Ae K , soit (f,,/,)e S(H)* .

Lh+MeZ(1K) et

(h+ M) (x) +a(x)(f + M )X = () + Ay (0) +a(x) f1(x) +ha(x) f(x)
= é’ (x)+a(x) £1(x) + A f; (x) +a(x) f(x)

On en déduit que f,+MAf,eS(H) .

p, :Soit (L) : y'+a(x)y=>b(x) ou a,b:1 — K sont continues sur /.
Soit y, une solution particuliere de (L) , alors toute solution de (L) s'écrit comme la somme d'une
solution de (/) etde y, , c'est-a-dire : S(L)=y,+S(H) .

Preuve

Soit y, € S(L) , c'est-a-dire y, € Z(/,K) et y;+a(x)y, =b(x) .



S(LYycy,+S(H)?
SoityeS(L)y=>yeZ(.K)ety' +a(x)y=b(x)=>ye Z(,K) ety +a(x)y=y,+a(x)y,
= yeZ(LK)et(y—y) +a(x)(yy-y)=0=>y-y,eS(H) = yey, +S(H).
YVo+S(H)cS(L) ?
Soityey,+S(H)=>3heS(H)/y=y,+h .
veZ(1K) et y+a(x)y=(y, +h) +a(x y, +h)=y,+a(x)y,+h'+a(x)h=b(x)+0=>b(x) donc ye.(L) .
Conclusion
Pour résoudre 1'équation différentielle (L) : y'+a(x)y=5b(x) ou a,b:1 — K sont continues sur / , il faut
résoudre I'équation différentielle (H) : y'+a(x)y=0 , trouver une solution particuliere y, de (L) et faire
la somme de y, etde S(H) .
2) Résolution de I'équation homogéne (H)
Th,:Soit (H) : y'+a(x)y=0 ot a:/ - K est continue sur /.
Les solutions de (/) sont les fonctions x> R e ,keK .

Démonstration
Soit f:7/ — K une solutionde (H) , on a donc fdérivable sur /et Vxe/ , f'(x)+a(x)f(x)=0 .

La fonction a est continue sur / , soit 4 une primitive de a sur / , c'est-a-dire , Vxe/ , A'(x)=a(x) .
Vxel ,f'(x)+a(x)f(x)=0Vxel , [f(x)+a(x)f(x)]e'® =0 Vxel , [f(x)e!@]=0
©IkeK /Vrel ,f(x)el® =k o TkeK /Vxel , f(x)=ked® = g lo0®
Exemple
Soit (H) : (cosx)y'+(sinx)y =0 sur / =]-g,-2’i[ .
(cosx)y’ +(sinx)y=0=> ' = —(tanx)y = y = ke 1 W% = gelnkosl _ golncoss) — koo | keR |
3) Résolution de I'équation différentielle (L)
Soit (L) : y'+a(x)y=b(x) ou a,b:1 — K sont continues sur / .
On commence par résoudre (H) , S(H)={x+s ke 1“O% fek} .
Il faut trouver une solution particuliere y, de (L) .
Si les fonctions a et b sont des polyndmes , on peut essayer de rechercher y, sous la forme d'un polynéme .
a(x) = R(x) et b(x) = £ (x) - w=h(x),
a(x)=F(x)e™ et b(x)= B (x)e™* - ¥, =B(x)e™
a(x) =cos(ax)e™ et b(x)=sin(ax)e™ — y, =[Acos(ax)+ Bsin(ax)}e™ .
Exemple
Résoudre I'équation différentielle (£) : y'—xy=x .
Résolution de 1'équation homogene ' —xy =0 :

2
y-xy=0=y=xy=y=k*=ke? jkeR .
Recherche d'une solution particuliere :
¥, =—1 est une solution particuliere de (£) .
2

X

On a donc : sur R , les solutions de (%) sont les fonctions y=—1+ke?2 |, keR .

p;:Soit (L) : y'+a(x)y=>5b(x)+b,(x) ou a,b,b,: ] - K sont continues sur /.
Si y, (resp. y,) est une solution particuliere de y’'+a(x)y =b,(x) (resp. y'+a(x)y =b,(x)) alors
¥; =), +, estune solution particuliére de )’ +a(x)y=5(x)4 by(x) .

Preuve

()€ Z(LKY = y;e 2(1K) .

yi+a(xX)ys =+ ) +a(x)(y) + )=y +a(x)y + y;y +a(x)y, =b(x)+b,(x) .

On en déduit que y; est une solution de (L) .



Méthode de la variation de la constante

Soit (L) : y'+a(x)y=b(x) ou a,b:1 — K sont continues sur / .

On commence par résoudre (H) , S(H)= {x s ke Jawode ke K} .

II faut trouver une solution particuliere y, de (1) .

On recherche y, sous la forme y,(x)=k(x)e ™ | c'est-a-dire on fait varier la constante & .

¥, est solution de (L) => y§(x)+a(x)y,(x)=b(x) = k'(x)e™ 4 — k(x)a(x)e ™ + a(x)k(x)e!™ = b(x)
= K ()¢9 =b(x) = k() = b(x)e' = k(x) = [bx)e"Vdx = y = [p(x)et Vel

La réciproque est immeédiate .

S(L)=y,+S(H) donc les solutions de (L) sur / s'écrivent :

y = ke A 4 oA j b(x)e'@dx | keK ou A(x)= j a(x)dx .
S(H) i

solution particuliére de ()

pyeSoit (L) @ y'+a(x)y=>b(x) ou a,b:/ — K sont continues sur / .
Soit (x,,),) €1 xK , il existe une unique solution /'de cette équation différentielle vérifiant f(x,)=y, .
f(xy)=1y, estla condition initiale .

Preuve

La solution générale de (L) sur / s'écrit y =e™® (k + jb(x)e“”)dx) avec ke K , 4 désigne une

primitive de a sur / .

On prend A(x)= j a(t)dr et f(x)= e‘Am[yO + j xb(t)e“‘(’)dt) .
Xo Xo

Ona feS(L) et f(%)=y, .

Remarque

Soit (£) : a(x)y' +b(x)y=c(x) oua, b et ¢ sont des fonctions .

On détermine le ou les intervalles / par les conditions :

Les fonctions a , b et ¢ sont continues et la fonction a ne s'annule pas .

Ensuite , on divise 1'équation différentielle par a(x) pour xe/ et on applique la méthode précédente .

4) La méthode d'Euler
Soient (L) : y'+a(x)y=>5b(x) ou a,b:] — K sont continues sur / et (x,,),) € xK .
On note f1'unique solution de (L) vérifiant la condition initiale f(x,)=y, .

Onadonc: Vxel , f(x)=e4® (yo + j T_b(t)e““’)dtj avec A(x)= j a(x)dx .

Soit # un nombre réel strictement positif assez petit .

On se propose d'obtenir une approximation de f'sur I'intervalle [x,,x, +nh] , ne N .
Onnote x, =x, +kh , ke[0,n] ,ona x, ., —x, =x, +(k+1)h—x,—kh=h .

= L) TR 2 (500 = S+ G =50 )

X1 ~ %
Or xp,—x, =het f'(x)=—a(x)f(x)+b(x;) , il vient: f(x;,)=f(x)+h(—a(x)f(x)+b(x;)) .
On définit la suite (¥, )<<, PAT: Vo= f(X)) €t Vi =V +H(=a(x,)y, +b(x,)) , 0<k<n-1.
= F )=y +h(=a(x)y, +b(x0))— [ (%) —h(=a(x) f (%) +b(x))=0= 3 = f(x) .
¥y = F (%) =y +h(—a(x)y +b(x))— [(x)—h(-a(x) f(x)+b(x))=0= y, = f(x,) .
Vke[0,n] , y, = f(x;) donc le point M, (x;,y,) approche le point (x,,f(x,) .

hpetit= x,,, = x,

On approche la courbe de f'sur l'intervalle [x,,x, ] par le segment [M, M, ] .
La ligne brisée [M M,,....M, |=[M,M,]U[MM,]U...U[M,

1—1

M, ] est une approximation de la courbe de f
sur l'intervalle [x,,x, +nh] .



Exemple

Soit I'équation différentielle (£) : (e* +1)y' —e*y=2x(e* +1)* , p(0)=-2 .
.

e’ +

(£) est une équation différentielle linéaire du premier ordre et on la résout sur / =R .

Résolution de I'équation différentielle (£) :

Résolution de I'¢quation homogene (H) :

(e +1)y —e y=2x(e"+1)} &y — 1y=2x(e”"+l) :

X e* .[A-f;idx
y=0>)y'=——yDy=ke e+l
e’ +1 e +1

Recherche d'une solution particuliere y, :

= k™D —f(e* +1),keR .

¥~

On effectue la méthode de la variation de la constante , on recherche y, sous la forme y, = k(x)(e* +1) .

=y, = 2x(e* +1) > k' (x)(€" +1) + k(x)e* ———(e" + Dk(x) = 2x(¢* +1)
e* +1 e +1
Sk (x)=2x
=Y LT of

On adonc y, =x*(e"+1) .
La solution générale de (£) sur R est: y=k(e* +1)+x* (e +1)=(x> +k)e* +1),keR .

la condition 1nitiale permet de calculer la constante £ .
YW0)=2=2k=2=2k=-1.

Onadonc f(x)=(x*-1}e*+1),xeR .

Approximation de la solution fpar la méthode de Newton :

On prend ~2=0,2 et n=6 , 'approximation s'effectue sur l'intervalle [0,12/10] .

/N

\




I1) Equations différentielles linéaires du second ordre a coeff. constants
1) Généralités
d, : On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants toute équation
différentielle (L) de la forme ay”+by' +cy=g(x) ou (a,b,c)eR® , a#0 et g:/ ->K est continue .
Notations
Onnote (L) : ay"+by' +cy=g(x) et S(L) les solutions de (L) sur/.
Onnote (H) : ay"+by'+cy=0 et S(H) les solutions de (H) sur/.
p, :1) Soit LeK , soit (f.2)eS(H)* alors Af +ug e S(H) .
i1) Soit ), une solution particuliere de (L) , alors S(L)=y,+S(H) .
Preuve
Déja faite dans le cas des équations différentielles linéaires d'ordre 1 .

2) Résolution de I'équation homogéne (H)
(H) : ay"+by' +cy=0 , (a,b,c)eR? , a#0 .
On recherche des solutions de (H') sous la forme y=¢™ , reC .
y vérifie (H) < (ar® +br+c)e™ =0 ar’ +br+¢c=0 .
ar® +br +c=0 est appelée équation caractéristique de (7) , A=h* —4ac .
o A>0 : deux racines réelles distinctes 7 et 7, .
H=¢€
V(A eR? , Ay + 1wy, = Ae'™™ + e est aussi solution de (H) .

KX 5%

et y, =€?* sont solutions de (H) .

e A=0 : une racine double 7, .
Y =€ estsolutionde (H) .
On pose y, = xe®* .
ayl + by, +cyy = a(2r, e + 1,7 X0 ) + (0 + 5, xe) + cxe™ = [ x(an,” +bry +¢)+ M 1=0.

=0
=0 car z ~%a

La fonction y, est donc solution de (/) .
V(A e R? | Ay, +wy, = e + pxe® = (A +ux)e®™ est aussi solution de (H) .
o A <0 : deux racines complexes conjuguées r=a+i et 7 .
x> €™ et x> €~ sont solutions de (H) .
Y(1,7) e C? , x> ye™ + 7™ est aussi solution de (H) .
Pour obtenir des solutions a valeurs réelles , on prend y=u+iv et y=y=u—iv .
ve™ + 7™ = 2Re(ye™ ) = 2Re[(u + iv)e* ¥ ] = 2Re[(u + iv)e™ (cosPx + isinPx)] = 2ue® cosPx — 2ve™ sinfx .
On pose y, =e™ cosPx et y, =e*sinPx .
Les fonctions y, et y, sont solutions de (/) .
V(A eR? , Ay, + 1y, = he™ cosPx + pe™sinPx est aussi solution de (H) .
Th, : Soit (H) : ay"+by' +cy=0 ou (a,b,c)e R* avec a#0 .
Equation caractéristique ar’ +br+c=0 , A=b*—4dac .
Si A>0 , deux racines réelles distinctes r, et r, :
y=Ae™ +pe?” | (An)eR? .
Si A=0 , une racine double 7, :
y=(A+pux)e®™ | (A,p)eR?
Si A<0 , deux racines complexes conjuguées r=a+if} et 7 :
y=Ae™ cosPx +pe™sinfx , (A,u)eR? .

Démonstration
Une partie faite au dessus .



3) Résolution de I'équation différentielle (L)

(L) : ay"+by +cy=g(x) ot (a,b,c)eR®, a#0 et g:1 —K est continue .
S(L)y=y,+S(H) .
Recherche d'une solution particuliere y, .
On recherche une solution particuliére ayant la méme forme que la fonction g .
g(x)=H(x) = n=h(x),
g(x)=hK(x)e™ = W =h(x)e™,
g(x)=cos(ax)e™ ou sin(ax)e™ — y, =[Acos(ax)+ Bsin(ax)]e™* .
Exemple
Soit I'€quation différentielle y"—2)'+ y=1+cosx+e* .
On est en présence d'une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants .
« Résolution de I'€quation homogene :

Equation caractéristique : 7* —2r+1=0 .

Une racine double 7, =1, y=(A+ux)e* , (Apu)eR? .
« Recherche d'une solution particuliere :

Soit y; une solution particuliere de y"—-2y'+y=1 .

Soit y, une solution particuliere de y"—2y'+ y=cosx .

Soit y; une solution particuliere de y"-2y'+ y=¢e" .

¥V, +y, + 5 est une solution particuliere de y"—2y'+ y=1+cosx+e" , en effet :

M+t +3) =200+ +3)+M+ 0+ 1) =W =20+ W+ =2Y5 +y, + 1 =235 + ),
=1+cosx+e*=0.

n=1.

On recherche y, sous la forme acosx+bsinx , y, = —jsinx :

1
On recherche y; sous la forme ax’e® , y; :ixzex :

: . . . . 1 )
« La solution générale de I'équation différentielle est y=(A +px)e* +1— %smx-k Exze"’ , (LpweR-.



