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CHAPITRE 3 : FONCTIONS USUELLES

PLAN DU COURS

D Fonctions logarithmes , exponentielles et puissances
1) Rappels
2) Fonctions logarithmes
3) Fonctions exponentielles
4) Fonctions puissances

If) Fonctions hyperboliques et hyperboliques réciproques
I ) Fonctions hyperboliques
2) Fonctions hyperboliques réciproques

m) Fonctions circulaires et circulaires réciproques
1) Fonctions circulaires
2) Fonctions circulaires réciproques

Fiche d'exercices sur les Fonctions usuelles
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CHAPITRE 3
PREMIERE PERIODE

FOhICTIOhIS USUELLES
f) Fonctions logarithmes , exponentielles et puissances

1) Rappels
Soient /:1 -+R une fonction ou.Iest un intervalle ouvert de R et xo e I
Dans une expression ,tq/(x) ,.r se rapproche de -16 mais ne prend jamais la valeur de xo .

La fonction/est continue en .r0 lorsque §/(x) = f(n) .

La fonction/est dérivable en .16 lorsque -* 
/(x)-{(:ir) existe .r-+rb .r - -lb

Si la fonction/est dérivable en f,b , on note f'(n)= lim f @- f.(xo)
J \ u/ r-+rb X-XO

L'équation de la tangente de la courbe représentativ e de f au point d'abscisse :6 est y - f @ù + ,f '(.lo Xx - r,o )
Remarque

hm f (x) et lim /(-r)x-+1* .t-+Æ

Si la fonction/est dérivable en rb , la relation f '(*ù= ,§4+#&ù permet de calculer certaines limites

Exemples

'Ig5=gï#=(hx)'(l)=1.
ox _l -x - ^{).l,g?=Hffi=(€{)'(o)=l

Plan d'étude d'une fonction
Rechercher le domaine d'étude qui tient compte du domaine de définition , de la parité , de la periodicité et
l'écrire comme réunion d'intervalles .

Faire l'étude aux bornes du domaine d'étude .

Par exemple , si D = [0,1[u]1+ æ[ , il faut évaluer f (0) , hryf Q) ,

Calculer la dérivée et obtenir le signe de la dérivée .

Tableau de variation et représentation graphique .

2) Fonctions logarithmes
a) Etude de Ia fonction x » lnx

2:]0,+oo[
lim ln-r- -oo : asymptote verticale d'équation x= 0 à droite en 0 .

r-+0*

,l11}lor= *.o , ,rl*Y:0 : branche parabolique horizontale .

V;e]O,+co[ , (1nx;'=1 .
x

x
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.. b) Divers

V(x,y)e(R;)' , ln(-rry)=lnx+lny et hI=lnx-lny .

v
ln2=0,69 .

Soit z: / + R] une fonction dérivable sur,I, alors la fonction lnu etdérivabte sur / et (lnQ' =L

Sons les mêmes hypothèses, on a (lnlerl)' =+

vxeRi.lnr= Iii"
I#*=hlz(x)l+É '

3) Fonctions exponentielles
a) Etude de la fonction x t-> e'

D=R .

lim e{ =0
f...H

1im d
i 
--T

+oo

asymptote horizontale d'équation y = 0

-. e'
hm __ +oo

x-)+æ x
branche parabolique verticale

V-reR , (d)'=d

J

b) Divers

Y(x,y)elR2 , e**ÿ =e*eÿ at e*-'=4 .

ev

et =2,71 .

Soit z:1+R unefonctiondérivablesurlalorslafonction d estdérivablesurlet (é)'=u'd
Lesfonctionslnetexpsontdesfonctionsréciproques:Vx€Rl , *"=x etVx€R ,ln(d)=a

x

4) Fonctions puissances

a) Etude de lrr fonction x F+.ro
Soit n e N , I est défini pour tout -r réel (*' ,f ) .

I

Soit ze§ , xi =\li estdéfini pourtout-rréelpositif sin estpair Gll=G , *li),
est défini pour tout x réel si n est impair 1.r, ilÇ ) .

Soit a e R , xo = eob' est défini pour tout x réel strictement positif .



Ji =t,4t , Jj =1,73 et Jj =2,23

c<0 o>1 -l

<o<1

cr=0

J

xa(

Reppel

li- h' 
= 0 et lim xln-r = or+æ , r-+0+

p, : Soit (cr,Ê)e(Riÿ , ona, ,ujlry=0 et ,l$r'llnrlÊ =o

Preuve

. On a une forme indéterminé" 
**
t-{o

oo,r (*tu'', =13;,[#')u:*

Y(a,b)€(R;)2 ,Y(x,y)eR2, ao =7, a'*ÿ =a'aÿ , a-':j , @'Y =aa , (ab)"=a'b' ,(i). =#

p, : Soit (o,,a)e(Riÿ , on a [mt=*oo si 0<a<l et [mf1=0 si a>1
x-->+@ Ax x-++û Ax

. On a une forme indéterminée 0x (+-) .

x. lrnxf = (r-lp )p LÊlrr,"m ;[ = (*)' ,,"* lrnx*/e l;Ê ----po .

On aurait aussi pu démontrer ce résultat en effectuant le changement de variable .n 1 durs lu

première relation.

b) Etude de la fonction x t+ &*

Pour que a' soit défini , il faut que a > 0 et dans ce cas , d est défini pour tout -r réel .

d =dh"

Preuve
. On srrypose gue 0 <a<l

f
|lln 

-=rcx--++< q!
. On suppose que a>l .

On a une forme indeterminee P
+oo

f 
"o.b.x

-{**F)
---------+0TD+Id dho

Exemple

,crh-r-rha =e

forrre déterminée - = (+oo) x (+oo) = a6
0*

Calculer li- 2'.* ht 
: forme indéterminee P

x-->+æ yt l gt +oO

2'+lnx 2*

t*r 4*r
2'

- ln;rl+ r +E{
2*

i+ë
g'

g'

=el
et

,rH+e



IflFonctions hyperboliques et hyperboliques réciproques
1) Fonctbns hypcrboliques

e) IXfuitbr des fonctions hyperboliques

d, : Soit xe R , on pose : shx = +: sinus hyperbolique de x ,

- d+{'
chx = T : cosinus hyperbolique de.r ,

tn, = * : hngente hyperbolique dex .
chx

Thrz YxeR , ch2-r-sh2x=l .

IËmonstrrtion

ch2.r_sh2.r =(+)' _fr". 
r"-.)' =t

b) Etude de la fonction sh

shr=!-!' , la fonction sh est définie sur R. .

o-r _é ox _o-x
sh(-x) =ï:-" 1" =-shx donc la fonction sh est impaire .

Etude sur [0,+æ[ puis symétrie de centre O.
sh(O) = g .

ë-e-* sh-r d-e-*
lim shx= lim :=:-=@, 1i* "ï = lim *=*@ . branche parabolique verticaler*æ .r-++e Z x-++o jtr r-)+co lX

( 
'* - e-*\ e* + e-*V-reR,(sh-r)':I" =" l=" =" :ch-r.

', 2 )= 2 '

-)r 0 +00

sh +

sh

0

sh

x

c) Etude de la fonction eh

chx = +, la fonction ch est défrnie sur R" .

ch(--r) =+=ry= chx donc la fonction ch est paire

Etude sur [0,+æ[ puis symétrie d'axe (Oy)



!

ch(0) -1 .

.ïm chr -- _liln += @ , ri- I = 1im ". \l---. =+oo : branche parabolique verticalex-+r€ r+c Z x--r+æ X r-+r€ lX

vxeR , (chx)' =(4 =+=shx
-r l_) +co

ch +

ch
1

x

Remarque
*-e* d , d+e-*VxeR, sh.r=;.ï.chx=-T

v

ch

x

sh

2) Fonctions hyperboliques réciproques
Remarque
Soit /:1 -+ R" une fonction strictement monotone continue sur I'intervalle I , alors :

la fonction/est bijective de,l vers J : f (I) , .f-' '. J -+ I ,

si de plus la fonction/est dérivable sur l alors la fonction /-1 est dérivable sur-/ et on a la relation

VxeJ,(.f-'(*))'= , ,1,f'lf'@)l'
Cette relation sera démontrée dans le chapitre sur la dérivation .

a) Fonction réciproque de la fonction sh
pr:La fonction sh est bijective de lR" vers R" .

Preuve
La fonction sh est continue strictement croissante sur f intervalle R donc est bijective de R
vers la transformée de R .

1im sh-r = -oo et _lgshx = +æ donc la transformée de R par la fonction sh est R .

1



drt A*arryr,lle argsh la fonction réciproque de la fonction sh

argsh:R+R .

Remarque

-T

[^a fonction argsh est strictement croissante impaire sur R
[a fonction argsh est dérivable sur R" .

ThrzYxeR,(argsh-r)'
x2 +l

f)émonstration

Soit o € R, ch2a-sh2o: 1=) ch2ü= sh2a+1=lchal= sh2a+l=chcr= sh2cr + I

1

1

Soit-r€R,(argsh.-\'- I 1

"/ - sh'(argstrr) -;h(argsh-t
1

(argshx) + I

1
r:

Jr2 +1

Thr: Yx€R , argsh,r=ln(;r.'$111
Démonstration

-ÿ = sh-r <+ r - argshy , d'autre part ,

ÿ=shx ) ÿ=7=(r"), -2ye, -1=o .

Onpose X:ex ,XvéIrfre l'équation X2 -2yX -1=0 .

L'=ÿ+l>0 donc X =ytrlVi or X=d>0 donc X =y*rlÿ*t .

X = ÿ * JVi = e' - y * rfÿ *t ) a =ln(y+ r[[l1r+ argshy : ln(.ÿ * J ÿi1
on obtient : argsh.T;ftr-ffi1
Applications

. fift=ato = [argshir]à = arssh(l) - argsh(O) = ln(l+ Jll .

=âij *=+l+*"'[?)]..fiffid*=l
)' .ru 2'|)'*r

ÿJ )

1

J+

= arssh(f) - argsrr({) : h(2 + ..Æ) - **,
VJL

b) Fonction réciproque de la fonction ch
p2 z Ia, fonction ch est bijective de [0,+oo[ vers [1,-+oo[ .

Preul'e
I-a fonction ch est continue strictement croissante sur f intervalle [0,+oo[ donc est bijective de [0,+æ[
vers la transformee de [0,+æ[ .

ch(0) = I et ,Schr - +æ donc la transformée de [0,+æ[ par la fonction ch est [1,+*[ .

d, : On appelle argch la fonction réciproque de la restriction de la fonction ch à [O,+co[ .

argch:[,+æ[-+[0,ro[ .



Remarque

v

_r

Ia fmctim argch est strictement croissante sur [1,r-æ[ .

la fmrtim argch est continue sur [1,+oo[ et est dérivable sur ]1,+*[

?ï. : V-rell,{,(argch-r)' =+
..lx' -1

Dfunstretion

1 1 I 1

æ

1fy =largch(2x+ 1)li

Soit -r e]1,+æ[ , (argchx)'=
ch'(argchx) sh(argchx) ch2 (argchx) - 1

llfr: Vre[,+o[ , argchx=ln(x+
f)émonstration
ÿ = chx <+ x - argchy, d'autre part,

-ÿ=chx ) ÿ=T=@*), -Zye, +1:o .

L'=ÿ -l>0 donc X:yxrl/ -t .

x = ÿ ! JF ) d = y t r[*t= r - ln(y+ rft+Ll= argshy = ln(.yt,[[lL)
or lim argch.x=*o , lim x- Jr? -l: lim --=-0* = lim ln(x-Jr'-rl=-oo ,r+c x-)+æ x-++æJ + tl X, _l .r-+r€

on a donc argchx=ln(r*.FJl .

on obtienr : argch '[1'+æ[-+[o']*t r,
-r r+ ln(;r+ ,lx' -11 

'

Applications

. I;Ë dt --fargchxl) -- argch(3) - argch(2) = ln(3 + zJl) -tn(z*.,6)

21

,, -1)

,)
=L'f;fu*=1,

ît
târl- =4

(2x+l)2 -l
I

r+)'-i
= argch(5) - argch(3) = ln(5 + zJe>nç +2Ji)

Ift) Fonctions circulaires et circulaires réciproques
1) Fonctions circulaires

Voir ficbe sur les foctions trigonométriques.
Eremple

Calcut ae un§ :

/:rr\*ts * 
Bl=*â*îi ='^':r=unrf+ ztan[-r=0=tanf= -t+Ji .,-*'l ,-*'Ë o

Soit a € R*, ch2o-sh2cr =I= ch2cr =sh2c+I= lshol: Æcr-l =sho = Jch2o{ .



' 2) Fonctions circulaires réciproques
e) Fonction réciproque de Ia fonction sin

r,ilafonction sin est bijective d" f-i,L; vers [-1,1]

Preuve

La fonction sin est continue strictement croissante sur I'intervall" t-;,il donc est bijective d" t-i,il
vers latransf,ormée d" f-;,!)

d, : On appelle arcsin la fonction réciproque de la restriction de la fonction sin e V[,ll
ucsin:t-l,U -î-;,î1

Rærque

T, = -, et sin(;) = I donc la trans rm ée de l-\,!; o* la fonction sin est [- l,Usin

tt/2
1

-trl2 -l
lx

-1
-nl2

la fonction arcsin est strictement croissante impaire sur [-1,1]

arcsin(0)=0 , arcsin fb=i , arcsint$)=î ,-"sin1fy=| , arcsintl)=î

l^a fonction arcsin est continue sur [-1,1] et est dérivable sur ] - 1,1[ .

Ift,: V.rel-l,l[ . (arcsin-r)'=+' Jl-"
f)émonstration

Soit a 4-L2,1, cos2 o + sin2 o = 1 = cos2 o = I - sin2 o = lcosal = - srn'u ? cosü =
.)

- sln- G,

11
Soit xe]-l,l[ , (arcsin-r)':---;-: . =-=--"--/ sin'(arcsinx) cos(arcsinx) - sin2 (arcsin-r)

:-
rT- r'z

1 I

.{pplication

f'+dr = [arcsin *fl' =arcsin(l/2) - arcsinO = ] .Jo Jt_-* -v 6

b) Fonction réciproque de Ia fonction cos
pt i b fonction cos est bijective de [0,r] vers [-l,l] .

Preuve
la fonction cos est continue strictement décroissante sur I'intervalle [0,r] donc est bijective de [0,n]
v'ers la transformee de [0,r] .

cos(O)=let cos(7r)=-1 donclatransforméede [0,n] parlafonctioncosest [-1,1].
d, : On apelle aræos la fonction réciproque de la restriction de la fonction cos à [0,æ] .

uccos: [-l,l] -+ [0,r] .

arcsl?

/
sln

/



Remarque

-l
-l

lim tzfix:-æ et
r--+1-x/2)'

;t

La fonction arccos est strictement décroissante sur [-1,1] .

arccos(-l)=r , arccos(0)=f , arccos(l)=0 .

[a fonction arccos est continue sur [-1,1] et est dérivable sur ] - 1,1[

V-reJ-l,l[, (arccosx)'=+' Jr- *'
c) Fonction réciproque de la fonction tan

p, zLafonction tan est bijective a" fi,if vers R-

Preuve

La lonction tan est continue strictement croissante sur l'intervalle ]- |,[t ao"" est bijective de ]-
11 ît-
;,;L/- /-

r ers la transformée de ] -
'ta îE___t
z',21

,lli, tanx = +co donc la transformée de I -i,it par la fonction tan est R

On appelle arctan la fonction réciproque de la restriction de la fonction tan à I -i,it

arctan :W -+l-|,[t
Remarque

xl2

arctan

)

La tbnctron arctan est strictement croissante impaire sur R

2

arctm(O)=0 , arstan,;l,r= f , araan(l):T, arctan(.,6)=T , fim arctan *=l
la fonction arctan est dérivable sur R"

I
Th,z Yxe R, (arctan-r)' =Ét
Dénonstretfoin

1 1 1

{

ît

Strti .:; = .tIClâ;1 .i r' = tan'(arctanx) t + tan2(arctan-r) I+ x2



Applications

. Ï'' # a* =$arctar,(r ù)':, = j(*.t,t1) - arctan(o» = â

I =fi 4rt
= JJn

I 1 4l Ji /2x+ I\ll=;l , arctani n ll-L' \ vJ l)o
a ,JY

I +x+l (,.+r.; [?)'.,.. 1/ r

= î1ur.ran( V3 ) - arctan(;i

p. : On a la relation : Vx > 0 , arctan x+arctan!=T .

Preuve

Soitpour r>0 , f(x)=arctan.r+mctanl .

x

soit .r >0, f'(*)=$*- ;-k=$-fr =,
1*[;l

V:r > 0,f'(x)=0=fÉe R" l.f(x)= lç .

f(l):arctanl+arctanl =i*i:l don" k=; .

d) Resumé

,)=+Lo-i)=+

Fonctions biiectives Fonctions réciproques

Fonctions hyperboliques

sh:R -+R

argsh:R" + R

Vxe R , (argshx)'=+
V;/ +1

Vx e R., argsh.r= ln(-r+ Jy' +t;

ch :[0,+æ[-+ [1,+*[

argch :[,+æ[+ [0,+oo[

Vx e]I,+oo[, (argchx)' = +
:.lx' -l

V-re[1,r-æ[, argchx=ln(x *J* -t1

Fonctions circulaires

,II 
TI

sin:I
2',2 l-+[-1"1]

arcsin: [-1,1] -l-i
7t__l

'2)
1

æ
Vx e] - 1,1[ , (arcsin-r)'=

cos:[0,n] -+[-1,1]
arccos:[-1,1] -+ [0,n]

V.r e]- I.l[ , (arccosx)'-+
VI-x-

tail-l,f[-+R
_ îE 1t_

arctan:N -+l -TrL

V,r e ,t{ , (arctanx)'- -L1+l


