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CHAPITRE 3
PREMIERE PERIODE
FONCTIONS USUELLES

I) Fonctions logarithmes , exponentielles et puissances
1) Rappels
Soient f:/ —R une fonction ou / est un intervalle ouvert de R et x, e/ .

Dans une expression 31_{2) Jf(x) , x se rapproche de x, mais ne prend jamais la valeur de x, .

La fonction fest continue en x, lorsque lim f(x)= f(x,) .
X=X, -

La fonction f est dérivable en x, lorsque lim M
X—>Xg AT A

existe .

)= fx)

Si la fonction f'est dérivable en x, , on note f'(x,)= lim= T
; X=Xy C— Xy

L'équation de la tangente de la courbe représentative de f'au point d'abscisse x, est y= f(x,)+ /(% (x—x;) .

Remarque

Si la fonction f'est dérivable en x, . la relation f'(x,)= lim

permet de calculer certaines limites .
X=X,

J(x)—-F(x)
X—%

Exemples

. Inx . Inx-Inl ,

g i e pat GO
_et=1 . ef-e’

I TG ~(@O=1

Plan d'étude d'une fonction

Rechercher le domaine d'étude qui tient compte du domaine de définition , de la parité , de la périodicité et
I'écrire comme réunion d'intervalles .

Faire I'étude aux bornes du domaine d'étude .

Par exemple ., st D=[0,1[U]l+ oo , il faut évaluer f(0) , lim f(x), lim f(x) et lim f(x) .
x—>1 x—>1 X=rkao

Calculer la dérivée et obtenir le signe de la dérivée .

Tableau de variation et représentation graphique .

2) Fonctions logarithmes
a) Etude de la fonction x> Inx

D =10,+00[ .
lim Inx =—o : asymptote verticale d'équation x=0 a droite en 0 .
x—07

: . Inx . .
lim Inx=+o , lim —=0 : branche parabolique horizontale .
X—>+0 x—>+wo X

Vx €]0,4o0[ , (Inx) =% )

1o

h Y
7
X




. b) Divers
V(x,y)e(R3), In(xy)=Inx+Iny et lnf}-:lnx—lny )

In2=0.69 .

!

- T ™= ™ . r4 - 4 2 > u
Soit u:/ — K une fonction dérivable sur /, alors la fonction Inu et dérivable sur 7 et (Inu) =— .
u

!

Sous les mémes hypothéses , on a (Infu|)’ = u; .

. x]
VxeR’ , ln.r:j —dt .
11

J.u'( *) dx= ln;u(.\‘)[ +k .

u(x)
3) Fonctions exponentielles
a) Etude de la fonction x> &*
D=R .
lim ¢ =0 : asymptote horizontale d'équation y=0 .

X

s 5 3 € . .
lim e* =+ , lim —=+00 : branche parabolique verticale .

xX——aC x—>+0 X
YxeR , (ef)=e".
N
Yi
- /exp

]

>
O X

b) Divers

X

7 _ . ., e
Y(x,y)eR?, & =e%e’ et ¥ T
e

el=271.
Soit u:/ — R une fonction dérivable sur / alors la fonction ¢ est dérivable sur / et (") =u'e" .
Les fonctions In et exp sont des fonctions réciproques : Vxe R” | ¢™* =x et VxeR , In(¢*)=x .

,V/E

exp

I

O X

T

4) Fonctions puissances
a) Etude de la fonction x> x°
Soit ne N | X" est défini pour tout x réel ( X, x ).

Soit ne " | x7 =%x est défini pour tout x réel positif si 7 est pair (¥x=x , ¥x).
est defini pour tout x réel si z est impair (x, Ux).

2 et défini pour tout x réel strictement positif .

SoitaeR | x*=¢




V2=141,V3=173 et J5=223 .
W/

Rappel

. Inx )
Im —=0 et limxlnx=0 .
x—>+x0 X x—0"

' B
p, : Soit (a.B)e(R%)* ,ona: lim ey =0 et lim x“‘[lnx]B =0 .

(64 "
X—>+w© X x—0

Preuve

. ., 4o
« On a une forme indéterminée o

B o/ ’
mep (g™ _(ﬁ)ﬁ(lnw/ﬁ))ﬁ 0
o - (xa/ﬁ)ﬁ - &‘ /P ey a

« On a une forme indéterminée 0x (+o0) .
p p " (BY
P nxl =(® )B(ahnx"‘/B |) :(a) (xo‘/B,lnx"‘/B,)B —#0 -

, ; , , . 1
On aurait aussi pu démontrer ce résultat en effectuant le changement de variable en P dans la

premiere relation .
b) Etude de la fonction x> a*
Pour que " soit défini , il faut que a>0 et dans ce cas , a* est défini pour tout x réel .

_x xIna
a =em .

g e 1 . . a\"
V(ah)e(RL)? , V(x,y)eR?, d® =1, a7 =’ , a‘x=—x , (@Y =a? | (ab)" =a*b* , (—) =— .
a

N o) X . .ox® .
p,:Soit (a.a)e(R7) ,ona: lim —=+4w si O0<a<let lm—=0si a>1.
- x>+ ¥ x—>+0 ¥
Preuve
« On suppose que O<a<1 .

o

lim —

X—>+L ot

= +o - forme déterminée oﬁ = (+00) x (+00) = +00 .
« On suppose que a>1 .

On a une forme indéterminée

+o0
a alnx : R
—X _é‘ _ ahnx-xina —\‘{lnu—i,
at - g s —¢ - WO
Exemple
. 2"+Inx o _ oo
Calculer lim ——— : forme indéterminée — .
X—>+xC ’\... +€\

(. Inx) Inx)
x| . '
2x+1nx—_ 1\1+ 2\J (2 _\(l'ﬁ" 71_)

~ = ={— = 50 .
X +e | x* e
el —+1
el




IT)y‘Fonctions hyperboliques et hyperboliques réciproques
1) Fonctions hyperboliques
a) Définition des fonctions hyperboliques

d, :Soit xR ,onpose: shx= | _7 - sinus hyperbolique de x ,
chx=Y ;e _ - cosinus hyperbolique de x ,
shx :
thx= hx - tangente hyperbolique de x .
Th, : VxeR , ch’x—sh?x=1.

1
Démonstration

) . (e (e e
ch®x—-sh*x=| — =1,

\ 2 2
b) Etude de la fonction sh
shx=5 "¢ , la fonction sh est définie sur R .
sh(—x)= ¢ 2_ I —26 =—shx donc la fonction sh est impaire .
Etude sur [0,+00] puis symétrie de centre O .
sh(0)=0 .
. . ef—eF . sh . =" ) .
lim shx = lim <=5 = 4o , lim Y im = —iw : branche parabolique verticale .
X—>+ X—>+w0 2 Xx—>+o X X—>+0 X
; [&—g™ ’ e tet
YxeR , (shx) —( 3 ) == =chx .
x |0 +00
sh’ +
+00
<h /
0
y/\
[ sh
1 1 O i) 1 x
r—

¢) Etude de Ia fonction ch

e
chx=

. la fonction ch est définie sur R .

X

e et ef+e
ch(-x)= =

2 2
Etude sur [0,+o[ puis symétrie d'axe (Oy) .

=chx donc la fonction ch est paire .




ch(0)=1 .

N

e +e chx . e +e™

lim chx= lim ; =+ , lim —= lim ——— =+ : branche parabolique verticale .
X—>+x X—>+0 Z x>+ X x>0 22X
{ x \ X -x
[e* +e e —e
Vxe R , (chx) =| ]: =shx .
' vo2 2
x |0 +00
ich +
: +00
ch
1
yr
L ch
O “x
Remarque
ef—e* € ef+e*
VxeR , shx=———<—<chx=
i 2 2 2
VA
_i(f——r“/
@) X

2) Fonctions hyperboliques réciproques
Remarque
Soit f:/ — R une fonction strictement monotone continue sur l'intervalle 7 , alors :
la fonction fest bijective de I vers J = (1), f':J —>1 ,

si de plus la fonction f'est dérivable sur / alors la fonction /! est dérivable sur.J et on a la relation :

1
[ 0]
Cette relation sera démontrée dans le chapitre sur la dérivation .

a) Fonction réciproque de la fonction sh
p, : La fonction sh est bijective de R vers R .
Preuve
La fonction sh est continue strictement croissante sur l'intervalle R donc est bijective de R
vers la transformée de R .
lim shx=—-w et lim shx=+c donc la transformée de R par la fonction shest R .

X—>—0 X—>+w©

VxeJ , (f(x)=




1.12 : On-appelle argsh la fonction réciproque de la fonction sh .
argsh:R >R .
Remarque
."'t

‘ sh

I

argsh

0), X

2

/

La fonction argsh est strictement croissante impaire sur R .
La fonction argsh est dérivable sur R .

Th,: VxeR _(argshx‘)":wz_g—_::.
- +1
Démonstration
Soit ae R , ch’a—sh’a=1=ch’a=sh’a+1=|cha|=+sh?’a+1=>cha=+sh>a+1 .
. 1 1 1 1
Soit xe R , (argshx) =— = = = :
(argshuz) sh’(argshx) ch(argshx) \/shz (argshx)+1 NP
Thy: VxeR , argshx=In(x+ \/T:r"i; .

Demonstmtmn
v=shx & x=argshy , dautre part ,
X _ ¥
2
On pose X =e* , X vérifie 'équation X? —2ypX —1=0 .

A'=1?+1>0 donc X = y+/y*+1 or X =e*>0 donc X = y++/3* +1 .

X=y+ Yy +1e=y+ )’ +1=>x=In(y+/y* +1)=argshy =In(y ++/3* +1) .
R—->R
On obtient : h:
USRI E xl—-)ln(x+\/ﬁ)

Applications

_1'=shx:>y:e = (")} -2ye*-1=0 .

|
B J- \/mdx [argshx]o—argsh(l) argsh(0)= In(1++2) .

1

1 | 1 o 4 2{\@ (ZxHH
o | ———dr=| ——dt=—7| ————=dx=—| —argsh) ——

J-"V‘x:+x+1 IO /( 1)2 3 \5[‘) 2x+1Y { V3L 2 V3

=argsh(+/3) - argsh(vl._g) =In(2+~3)- %lnS _

b) Fonction réciproque de la fonction ch
p, : La fonction ch est bijective de [0,+o0[ vers [1,+00[ .
Preuve

La fonction ch est continue strictement croissante sur l'intervalle [0,+o0[ donc est bijective de [0,+o0]

vers la transformée de [0,+o0] .

ch(0)=1 et lim chx=+o donc la transformée de [0,+o0 par la fonction ch est [1,+o0] .

d;:On appélle argch la fonction réciproque de la restriction de la fonction ch a [0,+o0[ .
argch :[1,+o0[—> [0, 4] .




Remarque

}l

0| 3
La fonction argch est strictement croissante sur [1,+o0[ .
La fonction argch est continue sur [1 +oo[ et est dérivable sur J1,+oof .

\[\wI-

T}l“l _E‘f~f{ ) ﬁf"Ch\

Démonstration

Soit xR, ., ch’a—sh’a=1=ch*a=sh’a+1=|sha|=Vch’a—1=sha=+/ch’a -1 .

1 1 1 1
ch’(argchx) " sh(argchx) Jeh? (argchx) -1 N

Soit xe]l,+oo , (argchx) =

Th,: Vxe[l,+oof , argchx=In(x++x 1)

Démonstration

v=chx < x=argchy , dautre part ,

ef+e*
2

A'=y*-1>0 donc X =y+4y* 1.

X=y+y -1 =y+\)? -1 x=In(y /)’ +1)=argshy =In(y +/3* +1) .

Or lim argchx=4w , lim x—+/x*-1= lim

1
X—>+0 X—>+w0 x—)+wx+m X—>+o0
on a donc argchx =In(x++x*-1) .
[1,4-00[— [0,+o0]
x> In(x+vVx2-1) "

y=chx= y= =) -2ye* +1=0 .

On obtient : argch:

Applications

.r 1 dx =[argchx]; = argch(3)— argch(2)—ln(3+2\/_)—ln(2+\/_)

'\Y‘—l

S 2 1

. dx=| — dx=2

J: N +x * 'f 1 j \/(2x+1)2
V!(“z) 2

=argch(5)—argch(3) = In(5+2v6)— In(3+2+/2) .

——dx=[argch(2x+ 1)]f

IIT) Fonctions circulaires et circulaires réciproques
1) Fonctions circulaires
Voir fiche sur les fonctions trigonométriques .
Exemple

Calcul de tan% :

S 8 _ 8 :>tanzg+2tan%-—l=O:>tan%=—1+\/§ .

yis s s
'r) tan— +tan - 2tan—

I-tan’®  1-tan?>X
8 8

=0" = lim In(x-vx* -1)=-o0




2) Fonctions circulaires réciproques
a) Fonction réciproque de la fonction sin

p, : La fonction sin est bijective de [—g%] vers [-1,1] .

Preuve

La fonction sin est continue strictement croissante sur l'intervalle [— ] donc est bijective de [
i

vers la transformée de [— 5]

sin{—=)=-1et sm(—)—l donc la transformée de [— > 2] par la fonction sin est [-1,1] .

d, : On appelle arcsin la fonction réciproque de la restriction de la fonction sin a [— > 2

arcsin:[-L1]—>[—

Nl:-:l

T
5> 1.
Remarque

N
/2 arcsiry

sin

N

1 n/2

7 -1

-n/2

La fonction arcsin est strictement croissante impaire sur [—] 1] .

arcsin(0)=0 , arcsin(%—) =— , arcsin(—— arcsin(—— ) =—, arcsin(l) = % .

)—Z s
La fonction arcsin est continue sur [—1,1] et est derlvable sur ]— LI .
Th,: Vxe]-L1][ , (arcsinx)’ m——

Démonstration

_ T . . . .
Soit ael-5.51 . cos’ o +sin’a =1= cos’a=1-sin* o = |cosa = V1-sin’ a = cosa = v/1-sin’a .

1 1 1 1
sin’(arcsinx) ~ cos(arcsinx) J1-sin?(arcsinx)  V1-x?

Soit x]-11[ , (arcsinx)' =

Application

J’ g _dx = [arcsinx]}? = arcsin(1/2) —arcsin0 = = .
vl-x° 6

b) Fonction réciproque de la fonction cos
p, : La fonction cos est bijective de [0,n] vers [-L1] .
Preuve
La fonction cos est continue strictement décroissante sur l'intervalle [0,7] donc est bijective de [0,7]
vers la transformée de [0,7] .
cos(0)=1et cos(n)=—1 donc la transformée de [0,n] par la fonction cos est [-1,1] .
d, : On appelle arccos la fonction réciproque de la restriction de la fonction cos a [0,7] .
arccos:[-11]—[0,x] .

22]




Remarque

N
L T

-

arccos

=]

La fonction arccos est strictement décroissante sur [—1,1] .

arccos(—1)=n , arccos(0) = arccos(1)=0 .

s
2 >
La fonction arccos est continue sur [—1,1] et est dérivable sur [—11[ .

vxe]-L][ , (arccosx) =
1—a2

¢) Fonction réciproque de la fonction tan

p, : La fonction tan est bijective de ]—%,g[ vers R .

Preuve
: ) ) : - T T N T T
La fonction tan est continue strictement croissante sur l'intervalle ]— —2—,5[ donc est bijective de |- 5,5[
, TT
vers la transformée de ]——2—,5 .

. . , T : :
lim tanx=-c0 et lim tanx=+c0 donc la transformée de |- 5,5[ par la fonction tan est R .
x—(—x/2)" x—>(n/2)”

. - , N
d, : On appelle arctan la fonction réciproque de la restriction de la fonction tan a |- == .

2°2
] TR
arctan: R =>]-=—=[ .
] 2,2[
Remarque
4\
/2 [ /
tan |
i arctan
—nf2 2 7

T
A
[§®]
B

La fonction arctan est strictement croissante impaire sur R .

1 T T T ) T

arctan(0)=0 | arctan(—=)=— , arctan(l)=— , arctan(\/g)z— , lim arctanx=— .

\/g 6 37 xo+o 2
La fonction arctan est dérivable sur R .

1
Th,: VxeR | (arctanx) =
B 1 + X
Démonstration
1 1 1

Soit xe R . (arctanx) =

tan'(arctanx) |+tan’(arctanx) 1+x2




Applications

2] 1 2 T
o —dx =| —arctan(2x] =—(arctan(1) — arctan(0))=— .
J, =] garctan )| =5tarctan() (0)=%

+7

1
1 1 1
. jﬁ;mj %dxzij _%_dng{_@man(zmﬂ
Ox +x+1 ~-(+1)- 3 30(2x+1) gl 2 V3 /4,
X

2] "4 NE)
\/_ 2\/—(n 7:) 3
(arctan(\/— ) —arctan( \/_)j 3¢9
p,:Onalarelation: Vx>0, arctanx+arctan%:g :
Preuve
Soit pour x>0 f(x)zarctanx+arctan% .
: . 1 1 1 i 1
Soit x>0, f'(x)= +—— = -——=0 . |
- 1) 1+x* X (1)2 1+x° x*+1 |
1+{— |
x>0 ,f"(x)=0=>3JkeR /f(x)=k .
T 7 T
1>—arctan1+arctan1_zl— =7 donc k"j :
d) Résumé
Fonctions bijectives Fonctions réciproques
argsh:R -> R
1
: R VxeR , (argshx) = ——
sh:R >R J2+1

VxeR , argshx=In(x++x* +1)
argch :[1,+o0[— [0,4o0[
1

Fonctions hyperboliques

ch : [0, +oo[ —> [1,+00] Vx e]l,+oof , (argchx) =

x|

x_

Vx e[l,40[ , argchx =In(x++/x? —1)

arcsin:[-1,1]—> [—g,g]

) TN
sin: [—5,5] —>[-11] _ 1
Vxe]-L][, (arcsinx)’ =

2

1-x
arccos:[-1L1]—[0,x]
Fonctions circulaires cos:[0,n] =>[-11] Vare]=11[ , (arccoss) = -1

> 2 1 _ x2

T T
331

arctan: R —]-
tan ]—— —[—> R
VxeR , (arctanx) =

b
+x*




