LEBY-KOUADOU

LMAUTUN 23-24

NOMBRES COMPLEXES
exercices partie 2

Mattriser le cours

Exercice 1 - Le vrai/faux du début

1. Pour tout a € C, z2 = a admet exactement deux solutions complexes. [ Vrai 0 Faux
2. 1 + i est la racine quatriéme d’un nombre réel. O Vrai O Faux
3. Les racines carrées de 8 — 6i sont3 —iet3 + i. [ Vrai 0 Faux

Exercice 2 -

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
1. Z, =3 +4i.
2. Z, =8 —6i.

Exercice 3 -

Résoudre les équations suivantes d’'inconnue z € C.
1. 22+z+1=0.
2. 22-(1+2)z+i—1=0.
3. 22+ Bi—-4)z+1-7i=0.

Exercice 4 -

Déterminer :
1. Les racines troisiemes de 1 + i.

2. Les racines quatriémes de —1 + i\/§.

Exercice 6 —

Résoudre I'équation z° + 2z — z + 2 = 0 d’inconnue z € C.
Exercice 7 -

Résoudre I'équation (z + 1)% = z® Q’inconnue z € C.
Exercice 8 —

Déterminer, sous forme algébrique puis sous forme exponentielle, les racines carrées de Z = \/g +i.
En déduire la valeur de cos(%).

Pour aller plus loin

Maitriser les méthodes fondamentales

Exercice 5 -

Résoudre I'équation z3 — z% + z — 1 = 0 d’inconnue z € C.

Exercice 9 -
Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a4 2. Que vaut la somme des racines 7-iémes de 'unité ? Et
le produit?
Exercice 10 -
Soit 77 un entier naturel supérieur ou égal a 2. Résoudre I'équation (z + 1)"” = (z — 1)" d’inconnue
z eC.
Exercice 11 -
Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1. Parmi les racines 2n-iémes de 'unité, combien sont racines 7n-iémes de —1?

2. Soit w une racine n-iéme de I'unité. On suppose que pour tout 1 < k < n—1, w* # 1 (on dit
que w est une racine primitive de 'unité). Montrer que w admet deux racines carrées distinctes
et que 'une des deux est racine n-iéme de —1.

Exercice 12 - Le vrai/faux de la fin
1. Vn,pe N3, n>m=>U,nU, ={1}. O Vrai O Faux
2. Les solutions de z2 — z + 1 = 0 sont —j et —]. O Vrai O Faux

Solution des exercices

Exercice 1 -

1. Vrai uniquement si a # 0. O Vrai R Faux
2. 1+t =-4. ® Vrai [ Faux
3. B+ i) =8+6i. O Vrai R Faux
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Exercice 2 -

QO Méthode

Soit (x,y) € R%. Pour déterminer les racines carrées de x + iy, on peut chercher les réels a
et b tels que (a + ib)*> = x + i y. Par identification des parties réelles et imaginaires, cela est
équivalent a :

a?—b*=xet2ab=y

De plus, Pégalité (a+ib)? = x + iy permet d’obtenir le fait que a® + b*> = \/x2 + y2 (en utilisant

le module). On obtient alors facilement les réels a et b possibles sachant que I'égalité 2ab = y
est utile uniquement pour savoir si a et b sont de méme signe ou non.

1. Soit (a,b) e R*. On a:
(a+ib)? =2, < a® - b?+2iab =3 +4i
ce qui par identification est équivalent a :
a*-Db*=3 et 2ab =14
Orsi (a + ib)* = Z, alors ces deux nombres complexes ont le méme module donc :

a’?+b?>=+v9+16=+25=5

On en déduit que :

a’+b* =5
(a+ib? =2 <<{ a*-b* =3
ab =2
L'opération L; — L, + L, permet alors d’obtenir :
a? =4 a? =4
(@+ibP =2 < { a®-P =3 = P =
ab =2 ab =2

Or, d’apres la troisiéme ligne, a et b sont de méme signe donc les solutions du systéme sont
(2,1) et (=2, —1). On en déduit alors que 2 + i et —2 — i sont les racines carrées de Z;.

2. Soit (@, b) € R>. On a :
(a+ib)* =Z, < a® - b? +2iab = 8 - 6i
ce qui par identification est équivalent a :
a*-b* =8 et 2ab = -6

Orsi(a + ib)? = Z, alors a’ + b%? = /64 +36 = /100 = 10 (par passage au module). On en
déduit que :

2 2
a“+b° =10
(@a+ib)? =2, <= <{ a*-b* =8
ab =-3

L'opération L; — L; + L, permet alors d’obtenir :

a> =9 a’ =
(a+ib)2:22<:>{a2—b2 8 <:>{ P =1
ab =-3 ab =-3

Or, d’apres la troisiéme ligne, a et b sont de signes opposés donc les solutions du systéme sont
(3,—-1) et (=3,1). On en déduit alors que 3 — i et —3 + i sont les racines carrées de Z,.

Exercice 3 -

€ Cours

Soit @ € C* et b, ¢ € C. Considérons P'équation az? + bz + ¢ = 0, notée (E), d’inconnue z € C.
On note A le discriminant associé a cette équation :

A = b? - dac

On distingue alors deux cas :
— Si A = 0, I'équation (E) admet une unique solution z, définie par z, = —%. De plus, on
a:
Vz € C, azz+bz+c:a(z—zo)2
On dit que z; est une solution double.

— Si A # 0, il admet donc deux racines carrées +06. L’équation admet alors deux solutions
distinctes z; et z, définies par :

-b-0 -b+0
= et z, =
2a

De plus, on a :
VzeC, az’+bz+c=alz—z)(z— 2z,

1. Le discriminant associé vaut —3 = (\/§ i)2. Les solutions de cette équation sont donc :

1 i _—1+/3i
= =

z; = 2 et z,

ou encore z, = €23 et z, = e721"/3, [ On note j le nombre complexe £2%/3 ﬁ

2. Le discriminant associé vaut :
A=(-1+20)-4(-1)=1+4i-4-4i+4=1
Alors A admet pour racines carrées 1 et —1. Les solutions de cette équation sont donc :

1+2i-1

1+2i+1
z; = —_— =

=ietz= =141

2 2
3. Le discriminant associé vaut :

A=Bi-4>-4(1-7i)=-9-24i +16 -4 +28i =3 +4i
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On a obtenu dans l’exercice 2 les racines carrées de A : 2 + i et —2 — i. On en déduit que les
solutions de z? + (3i —4)z + 1 — 7i = 0 sont :

_—@Bi-4-2+10)

-Bi-4)+2+1)
21 = > =

2

=1-2ietz= 3-

Exercice 4 -

& Cours
Soit n = 1. Un nombre complexe z est une racine n-iéme de 'unité si z” = 1. En notant U,
I’ensemble des racines n-iémes de 'unité, on a :

UL, = 222 b @ {0, 1L oo p 12 = 1

n

Cet ensemble contient exactement n éléments. Par cyclicité, on peut aussi écrire :

U, —jezle p el 2 . )
1. Le module de 1 + i est \/E Ona:
2 2 .
1+i=V2 2 = \/2¢i
2 2
Soit z € C. Alors :

3
. 1/3 .
23 =1+i<—= Zs = \/56””4 <~ 23 = (\/E elﬂllz)

d’apres la formule de Moivre. Déterminer les racines troisiémes de 1+i revient donc & résoudre :

3
=
(\/Ellgeinllz)

Or les racines troisiemes de I'unité sont 1, j = e*™/3 et j Ainsi, Us = {Lj, ]}

< .
—m—— €L}
\/5 pin/12

13 .
On en déduit que les racines troisitmes de 1 + i sont z, = /2 e'/12,
U3 . U3 . 1/3 .
Zy = \/E eut/lZeZm/I-} = 2 eQm/lZ — 2 e3l]'[/4

et

/3 . . /3 .
z3:\/§ o2 p=2in13 _ | /5" ,~7in/12

2. Le module de —1 + i\/gest 2.0na:

V3

-1 .
“1+iy3=2|— +i—|=2e*"3
2 2

LMAUTUN 23-24

Soit z € C. Alors :

i . 4
A =-1+iV/3 = z' =288 = ' = (2”46””6)

d’apres la formule de Moivre. Déterminer les racines quatriémes de —1 + i/ 3 revient donc a

résoudre :
z 4
— =1
21/4elﬂ/6

Or les racines quatriémes de 'unité sont 1, —1, i et —i. Ainsi : Uy ={1,-L,i,-i}
- .
olidpinl6) — \/51/3 le e{l,-14 -}
e
On en déduit que les racines quatriémes de —1 + iy/3 sont z, = 21/4e™™/6 —z |

Zy = 21/4iem/6 - 21/4e17t/2em/6 — 21/462””3
et —Z.

Q@2 Méthode

La méthode associée aux questions précédentes est cruciale. Résoudre une équation du type
z" = a ou a est un complexe non nul est toujours possible en se ramenant aux racines 7-iémes
de l'unité. Voici les différentes étapes :

0

1. On détermine la forme trigonométrique de a : a = re®our>0etheR.

Un gi0lnyn grace a la formule de Moivre.

z n
(rl/neieln) =1

4. On détermine alors les solutions en utilisant les racines n-iémes de I'unité.

2. On remarque que a = (r

3. L'équation se réécrit alors :

Exercice 5 -

On remarque que 1 est une solution évidente. Pour tout z € C,on a :

22 -2242z2-1=22cz-D+z-1=E+DEz-1)=(z-)z+iz-1)

L’équation admet donc pour solutions i, —i et 1.

p’ A retenir
Lors de la résolution d’'une équation polynomiale de degré supérieur a deux, chercher une solu-
tion évidente permet de se ramener & une équation polynomiale d'un degré plus petit.
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Exercice 6 -

On remarque que :
(2% + (=22 - (-2)+2=-8+4+2+2=0

Ainsi, —2 est solution de ’équation. Il existe alors trois nombres complexes a, b et c tels que :
VzeC, 23 +22—-2z+2=(z+2)(az®+ bz +c¢)
ou encore en développant :
VzeC 22 +2*—z+2=az’+ (a+ b)z* + (c + 2b)z + 2c

Par identification, on en déduit que a = 1, ¢ = 1 et 2a + b = 1 donc b = —1. Ainsi, on souhaite
résoudre 1’équation :
(z+2)(Z*-z+1)=0

Le discriminant du trinéme vaut —3. Celui-ci admet donc deux racines :

1-iy/3 1+iy/3
Z=——— et zp = ———
2 2

On en déduit que 'ensemble des solutions . de ’équation est :

y:{_z,l—i\/'g,l+i\/§}

2 2

Exercice 7 -

Remarquons que 0 n’est pas solution de ’équation. On résout donc 'équation pour z € C* :

+1)3
(z+1)3:z3<:>(z ):1
z

Or les racines troisiémes de 1'unité sont 1, j et ]_ On en déduit que :

3 3 z+1 =
z+1)?° =72 = e {L,j,j}
z
Ona:
z+1
=l<=z+1l=2z
z
ce qui est impossible. De plus,
z+1 . . : 1
=j—=z+tl=zj—=zj-1)=1<—z=—
z j—1
car j # 1. De méme :
z+1 - - - 1
=je=>z+tl=zj—=z(j-1)=1<—=z=—
z j-1
car]—' # 1. Ainsi, les solutions de I'équation sont z; = L= et z, = Z,.

j-1

LMAUTUN 23-24
Donnons la forme algébrique de z; pour conclure. On a :
. 1 . 1 . 2
- w1 V3. _3 3i
-3 + X2y -3+ l

2

donc en utilisant le conjugué du dénominateur :

C2(-3-+/38i) -6-23i 1 /3.

z, =———-—i
12 12 2 6

w

Exercice 8 -

* Soit (@, b) € R®. On a:
(@+ib)* = Z < a® - b + 2iab = \/3 +i
ce qui par identification est équivalent a :
a’?-b*=/3 et 2ab =1

Orsi(a+i b)2 = Z alors ces deux nombres complexes ont le méme module donc on en déduit

que a® + b?> = /3 +1=2. Ainsi :

a?+b* =2

at - =./3

(a+ib)3? =7 =

2ab =1
L'opération L; — L; + L, permet alors d’obtenir :
a?+b*> =2 a® = \/5;2
(@+ib)*=7Z <= <{ a?>-b? :\/§ — b2 :2—2\/5
2ab =1 2ab =1

Or, d’apres la troisieme ligne, a et b sont de méme signe. On en déduit alors que :

V= =)

sont les racines carrées de Z.

* Remarquons maintenant que :

3 1 X

z=2(Y3, 1) geims
2 2

Les racines carrées de Z sont donc \/Eei”’ 12 ot .

_\/Eeinllz — \/Eeiﬂeinllz — \/EeISin/IZ
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* Par unicité, en considérant la seule racine carrée dont la partie réelle est positive, on a :

o (B2 D)

2

donc en considérant la partie réelle :

V3+2

2

V2cos(%) =

et ainsi :

V3+2

4

cos({5) =

Q3 Méthode
On dispose de deux méthodes pour déterminer les racines carrées d'un nombre complexe Z :

1. On peut résoudre (a + ib)? = Z et obtenir les réels a, b solutions (obtention d’un systéeme
de trois équations).

2. On peut écrire la forme trigonométrique de Z : Z = re™ et les racines carrées sont alors
évidentes : +/re’’2,

Exercice 9 -

S

= . S
Exercice classique!

Posons & = e7'"_ Soit § la somme des racines n-iemes de I'unité. On a :

n-1 " n-1 e
S — Z eZt w/n - Z 6
k=0

k=0
Or ¢ est différent de 1 (car n = 2) et " = 1 donc :
1-¢&n
S = =0
1-¢

Notons P le produit des racines n-iémes de I'unité. On a :
n-1 B n-1 k
P= H e21 in — H 6
k=0 k=0

donc :
P = FOHHHn=l) _ gnn=DI2 _ (gmy(n=D)/2 _

car " = 1.

.&' A retenir
Pour tout nombre complexe g différent de 1, on a :

1— qn+l

k
G"=1+qg+-+gq
0 1-g¢g

M=

Vn =0,
i
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Exercice 10 -

Remarquons pour commencer que 1 n’est pas solution de 'équation (2" # 0" car n = 1). Soit z € C
différent de 1.On a :

(z+l)”=(z—1)"<=>(z+l) -

z-1
< 3ke{01,..,n-1j %i _ piknin
—3Jke{0,1,...,n-1}, z+1=e¥""(z-1)
— 3k €0,1,...,n— 1}, z(1 — e2ikm/ny = _(p2iknin 4 1)

Si k = 0 alors le terme de gauche vaut 0 et celui
de droite vaut —2 donc I’égalité n’est pas vraie. De
plus,si k€ {1,...,n — 1}, e**™/" £ 1 Ainsi :

D’une maniére générale, avant de diviser par une quan-
tité, il faut toujours s’assurer que celle-ci n’est pas nulle

Z+1)"=(z-1)" <= 3k e{l,...,n—1}, z(1 — e?kr/n) = _(gikn/n 4 1)

- 1 . eZikn/n +1
<~ E{,...,I’l— },Z—W
Remarquons maintenant que : [ On utilise la méthode de I'angle moitié ﬁ
eZLkn/n +1 elkn/n elkn/n + e—lkﬂ/n
e2iknin _ = eikmin giknin _ p-iknin
_ 2cos(kn/n)
2isin(km/n)
.cos(km/n)

o sin(km/n)

Ainsi, ’ensemble des solutions de I'équation est :

{_ .cos(km/n)

, k 1,...,n—-1
lsin(kﬂ/n) = i }}

Exercice 11 -

1. Pour tout z € C,
Z2"-1=0= Z"-1DE"+1)=0

L'ensemble U,, des racines 2n-iémes de I'unité est donc la réunion des racines n-iemes de
I'unité et des racines n-iémes de —1. Cette union est disjointe car si une racine a est commune
alors a” = —1 et a” = 1 ce qui est absurde. Il y a n racines n-iémes de —1 donc parmi les
racines 2n-iémes de I'unité, n sont racines de —1.

2. Le complexe w est différent de 0 car w” = 1 donc ses racines carrées sont non nulles et opposées
donc elles sont distinctes.
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Soit z et —z les deux racines carrées de w. Alors :
ZZn — (ZZ)n — wn =1

car w est une racine n-ieme de lunité. De méme, (—z)?" = 1. Ainsi, z et —z sont toutes les

deux des racines 2n-iémes de 'unité. D’apres le raisonnement de la question précédente, elles
sont donc racines 7-iémes de 1 ou de —1. Supposons par ’absurde qu’elles sont toutes les deux
racines n-iéme de 1. Alors z” = 1 et (—z)"” = 1. Donc :

1=(=2)"=(=D"=" = (-D"
et ainsi 7 est pair. Il existe donc p € N* tel que n = 2p. Alors :
WP = (PP =z =z"=1

et 1 < p < n — 1 ce qui contredit le fait que w est une racine primitive. Finalement, I'une des
deux est racine n-iéme de —1.

Exercice 12 -

1. Faux. Le réel —1 appartient a la fois a U, et U,.

o A retenir
Soit n € N*.
— Si n est pair, U,, contient 1 et —1.

— Si n est impair, U,, contient 1 mais pas —1.

2. Vrai. On sait que 1 +j +j% = 0 donc (—j)* — (=j) + 1 = 0 donc —j est bien solution de I'équation
proposée. Or celle-ci est a coefficients réels donc par passage au conjugué, —]_' est aussi solution
de I’équation (et elle est distincte de la premiére). L’équation étant de degré 2, nous venons de
trouver toutes les solutions.

.&’ A retenir

Si un nombre complexe z est solution d'une équation polynomiale a coefficients réels alors
Z est aussi solution de cette équation.

Page 6 sur 6

LMAUTUN 23-24



