ECG1 Q9 LMAutun 23-24

SUJET 1

Exercice 6 - PROBABILITES & SUITES

On dispose d'un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6 et de 2 piéces A et B ayant chacune un c6té PILE et un coté
FACE. Un jeu consiste a lancer une ou plusieurs fois le dé. Aprés chaque lancer de dé, si I'on obtient 1 ou 2, alors on
retourne la piéce A, sil’on obtient 3 ou 4, alors on retourne la piece B et si'on obtient 5 ou 6, alors on ne retourne aucune
des deux piéces. Au début du jeu, les 2 piéces sont du c6té FACE.

Pour tout entier naturel 7, on note :

- A, I'évenement : "al'issue de n lancers de dés, les deux piéces sont du c6té FACE"

- B, I'évenement : "al'issue de n lancers de dés, une piece est du coté PILE et 'autre c6té FACE"

- C,l'événement : " al'issue de n lancers de dés, les deux piéces sont du c6té PILE"

Deplusonnote, pourneN: a,=PA,) bp,=PBp) cn=P(Cp).

1. Donner les probabilités ay, by et cgy; puis calculer a,, b; et c;.

2. Justifier que pour tout n €N, on aPa, (An+1) = §

3. Pour tout entier naturel n, exprimer c, en fonction de a, et b,,.

1 2
4. En déduire que, pour tout entier naturel n: by =— 3 b, + 3

5. Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée et renvoie la valeur de b, en sortie.
6. Déterminer le terme général de (b,,) puis en déduire sa limite. Interpréter le résultat.

**xw Exercice 9 : obtention d’un triple 6

On lance trois dés équilibrés jusqu’a ce qu’ils nous donnent simul-
tanément 6.

1. Déterminer la probabilité de A,, :« on s’arréte au n-éme lancer » .
On pourra noter 7; :« on a un triplé de 6 au lancer 7 » et exprimer
A,, en fonction de certains 7.

2. Déterminer de deux maniéres la probabilité de B,, :« on s’arréte
au plus tard au n-éme lancer » .
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* % Exercice 9 : obtention d’un triple 6

On lance trois dés équilibrés jusqu’a ce qu’ils nous donnent simul-
tanément 6.

1. Déterminer la probabilité de A,, :« on s’arréte au n-éme lancer » .
On pourra noter 7; :« on a un triplé de 6 au lancer 7 » et exprimer
A,, en fonction de certains T;.

2. Déterminer de deux maniéres la probabilité de B,, :« on s’arréte
au plus tard au n-éme lancer » .

n—1
1. Ona: A, = ﬂ T, NT,, car on ne veut pas de triplé sur les
k=1
(n — 1)-ers lancers et un triplé au n-éme lancer.
Par indépendance des événements, on trouve :

n

P(4,) = [[ PT0)P(T)

k=1
Or, il est clai P(T~)—1—1d"'
r, il est clair que ) =3 = 316 ou :
215\ n—1 1
P(A,) = (—) X ——
216 216

n
2. x La premiére maniére de procéder est d’écrire que : B, = U Ag
k=1

car soit on s’arréte au 1°" lancer, soit au 2¢ lancer,. .., soit au n-
éme lancer.

Par incompatibilité, on obtient :

n n

P(B.) =3 P(4;) = (ﬁ)k_l < ﬁ
k=1 k=1

On reconnait alors une somme de termes géométriques (de raison
215

2—167&1):

n
1- (8%)
1 216 215\n
P(Bn) = — x 1- (54

(Bn) = 776 1218 216
* Une maniére plus fine de considérer la question est de remarquer
que B, est le contraire de « le triplé 6 n’est toujours pas sorti au

n-éme tirage » .
n

La probabilité de ce nouvel évéenement étant <%) , on retrouve

bien la formule précédente.
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SUJET 2

Exercice 14 - LO1 BINOMIALE NEGATIVE

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égala 2.
On lance n fois une piece donnant PILE avec la probabilité p €]0;1[ et donnant FACE avec la probabilité g = 1 — p. On
suppose les lancers indépendants et on note :
- pour tout k € [1; n], P 'événement : "obtenir PILE au k-iéme lancer" et Fy = P_k;
- X, la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenues avant’apparition du premier PILE. On convient que X, prend
la valeur 7 si aucun PILE n’est obtenu au cours des 7 lancers.
1. Préciser X, (Q).
2. Calculer P ([X,, = 0]) ainsi que P ([X, = n]).
3. Déterminer, pour tout k € [1;n— 1], une expression simple de P ([X,, = k]).
n

4. Vérifier que )_ P (X, =k]) = 1.
k=0

n-1
5. Considérons la fonction f définie sur ]0;1[ par: Vx€]0;1[, f(x)= Z xk

k=0
x—nx"+(n-1)x"*!
(1-x)?

n-1
5.a. Soit x €]0; 1[. En exprimant de deux facons différentes f'(x), établir : Z kx* =
k=1

5.b. En déduire I'espérance de X,.
5.c. Calculer nliIP E(X,).
—+00

*ww Exercice 1 : application de la formule des probabilités
totales

Soit n € IN*, Soit (A;)'.; un systéme complet d’événements tel

1
que la suite (P(A;)); soit arithmétique de premier terme P(A;) = o

1. Déterminer P(A;) pour i € [1;n].
2. Soit B un événement tel que :

vie [Lin], Pa(B) =5

Calculer P(B) en fonction de n.
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totales

1. Déterminer P(A;) pour i € [1;n].

2. Soit B un événement tel que :
1
Vi e [1; Py, (B) = —
ZE[[vn]]v Az( ) 5

Calculer P(B) en fonction de n.

1. Notons a la raison de la suite (P(A;));.
On a le terme général :

vie [1;n], P(A;) = % -

*ww Exercice 1 : application de la formule des probabilités

Soit n € IN*, Soit (A4;)!, un systéme complet d’événements tel

que la suite (P(A;)); soit arithmétique de premier terme P(A;) =

LMAutun 23-24

1

Il nous faut déterminer a; pour cela, utilisons le fait que (A;)7"

soit un systéme complet d’événements :

zl
1 (n—l)
< —
1
< .
@=—-—
n(n —1)

Dés lors, on a ’expression pour i € [1;n] :

1 -I- g 1
20 nln—1)
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2. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’éve-

nements (A;)"_; nous donne :

P(B) = iPAi(BPA
=1
- i—1
- Z%(%+n(n—1))

= n)? 4 2n2 n—l) Z(iQ_i)

En scindant les sommes, on a alors :

1l 1 — 1 .
i = %<%_n(n—1))2,§:;Z—F277,2(7'L—1)Z:22

m+1)(n—-3) (n+1)2n+1)
8n(n —1) 12n(n — 1)
n? — 17

24n(n — 1)

T(n+1)
24n
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SUJET 3

Exercice 15 - Lo1 D’UN MINIMUM

Dans toute I'exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2 . Soit Q I'univers d’'une expérience aléatoire muni d’'une proba-
bilité P. On dit qu'une variable aléatoire X, définie sur Q, suit la loi uniforme sur [1; 7] lorsque :

-X(Q) =[1;n]

-Vke[ln], PK=k) =+

1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur Q, suivant toutes deux la loi uniforme sur [1; 7]. On note M =
min(X,Y).

1.a. Déterminer, pour tout k € [1; n], PX = k).

1.b. Justifier que M est une variable aléatoire sur Q.

1.c. Déterminer, pour tout k € [1; n], la valeur de P(M = k).

1.d. En déduire la loi de M.

2. Soient maintenant (X;);e[1;,) une suite de variables aléatoires indépendantes sur €, suivant toutes la loi uniforme sur
[1; 7]. On note M = min (X;,Xs,...,X},).

2.a. Déterminer, pour tout k € [1; n], la valeur de P(M = k).

2.b. En déduire krlz loi de M.

2.c. NotonsA = | J {X; =1}. Démontrer: P(A)=1-e .
i=1
Indication:Vx€]—1;+o00[, In(1+x) <....

*ww Exercice 6 : probléme de chronologie pour un tirage dans
une urne

Deux urnes U; et Us contiennent respectivement :
Uy : 2 boules blanches et 3 boules noires et Us : 6 boules blanches et 4
boules noires.

1. On choisit une urne au hasard, et on tire une boule au hasard.
(a) Quelle est la probabilité qu’elle soit blanche ?

(b) Sachant que la boule tirée est blanche, quelle est la probabilité
qu’elle provienne de Uy 7

2. Reprendre les mémes questions avec trois urnes Uy, Us, U3 conte-
nant respectivement :
Ui : 3 blanches et 5 noires, Us : 2 blanches et 1 noire et U3 : 2
blanches et 3 noires.
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* v Exercice 6 : probléme de chronologie pour un tirage dans
une urne

Deux urnes U; et Uz contiennent respectivement, :
U; : 2 boules blanches et 3 boules noires et Us : 6 boules blanches et 4

boules noires.
1. On choisit une urne au hasard, et on tire une boule au hasard.
(a) Quelle est la probabilité qu’elle soit blanche ?

(b) Sachant que la boule tirée est blanche, quelle est la probabilité
qu’elle provienne de Uy 7

2. Reprendre les mémes questions avec trois urnes Uy, Us, Us conte-

nant respectivement :
Ui : 3 blanches et 5 noires, Us : 2 blanches et 1 noire et Us : 2

blanches et 3 noires.

1. (a) Avant de tirer la boule blanche, il peut y avoir 2 issues : choisir
l'urne U; ou l'urne Us.
(U1, Usz) est un systéme complet d’événements.
On note B I’événement : « on tire une boule blanche ».
D’aprés la formule des probabilités totales :

P(B) = P(U1)Pv,(B) + P(Uz) Pu,(B)

et donc : 1 5 1 6 ]
P = — — — _ = -
S e s e

(b) On aimerait inverser la conditionnelle; pour cela utilisons la
formule de Bayes (P(B) # 0) :

P(U1)Py,(B) _ }
P(B)

[S1\}

Pp(Uy) =

o= X
(G20 )

2. (a) On note U; : « on choisit 'urne U; »(i € {1,2,3}) et B : « on
tire une boule blanche ».
On a par la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements (Uy, Us, Us) :

P(B) = P(U1)Py,(B) + P(Uz) Py, (B) + P(Uz) Py, (B)

Donc, on a :

i1 8 I 2 1 2 173

P B — = — - - — - = =

He ey
(b) Par la formule de Bayes (P(B) # 0), il nous vient :
P(U))Py,(B) ix32 45

P 1 3 3

5(1) P(B) VR B e
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SUJET 4

Exercice 8 - AVEC 0U SANS REMISE?

Soit n € [2;+00o[. On dispose de n urnes, numérotées de 1 a n. Pour k € [1; n], 'urne numéro k contient k balles blanches
et n— k balles noires.

1. On choisit au hasard une urne puis on tire simultanément 2 balles dans l'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir deux
balles blanches?

2. Méme question si le tirage des balles se fait successivement et avec remise.
3. Quelles sont les limites de ces deux probabilités quand 7 tend vers +oo?

Exercice 2

Une compagnie aérienne étudie la réservation sur I'un de ses vols.

Une place donnée est libre le jour d’ouverture de la réservation et son état évolue
de jour en jour jusqu’a la fermeture de la réservation de la maniere suivante. — Si
la place est réservée le jour k, la probabilité pour qu’elle soit réservée le jour k+ 1

est 9/10.

— Si la place est libre le jour k, la probabilité pour qu’elle soit réservée le jour
k+ 1 est 4/10.

Pour tout entier £ > 0, on note Rp = < la place est réservée le jour k >.
1) Préciser P(Ry).

2) A T’aide de la formule des probabilités totales, exprimer P (Rk+1) en fonction
de P(Ry).

3) En déduire P(R}) en fonction de k puis sa limite quand & tend vers +oo0.
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Exercice 2

1) La place étant libre le jour d’ouver-
ture de la réservation, on a P(Ry) = 0.

2) La formule des probabilités totales

pour le systéme complet (Ry., Ry) donne :

P(Rp+1) .

= Pr, (Ri+1)P(Rk) + P, (Rk+1) P(Ry)
4

9
— EP(Rk) 1 E(l — P(Ry))

1 4
= DR
5 P(Bk) + 15

3) Posons Uy, = P(Rk). La suite (Uk)kzo
est arithmético-géométrique et on ap-
plique la méthode vue au theme 7.

1 4
e On cherche x t;l que T = S + 10°
On obtient = = 10 On pose Vi, = U —x,
. 8 8
so1t Vk—Uk—EouUk—Vk-i—E.

e On montre que (Vi)k>o est
géométrique :

Vi1
= Uk+t1 — 0

8
= g%Uk +4%) 10
E 0"
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1 8 4

e A TR e
2(k+10> 10
1

= ~Vh.
2 k

e On déduit que :

1 k
s (5)

0
1\ *
Quand k — +o0, (§> — 0 donc

8
e
7 10
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SUJET 5

Exercice 11 - Lo1 GEOMETRIQUE TRONQUEE

Soit p €]0; 1[. On lance une piéce donnant PILE avec la probabilité p jusqu’a obtenir le premier PILE; et dans tous les cas,
on s’arréte apres le cinquieme lancer. Les lancers sont supposés indépendants.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués.

- nl 1-nx"1+(n-1)x"
1. Calcul préliminaire. Etablir: VneN*, Vx€]0;1], Z kxk~!= a x()z )
k=1 -

2. Donner X(Q2).

3. QuevautP(X=1])?

4. Déterminer le loi de X.

5. Calculer I'espérance de X.

Exercice 2

A Dinstant 0, un mobile est a ’origine d’un repere.
A chaque instant, il se déplace de facon aléatoire dans le plan en faisant un pas
dans I'une quelconque des 4 directions, a droite, a gauche, en haut ou en bas avec

1
la probabilité 7

Ses coordonnées a 'instant n € N sont des variables aléatoires X,, et Y,,.
Pour tout n € N, on note Z,, la variable aléatoire définie par Z,, = X,,41 — X,,.

1) Préciser X,,(Q2) et Y,,(Q2).

2) Calculer P(X,, =n) et P(Y,, = n) en fonction de n.
3) Que représente Z,, 7

4) Déterminer la loi puis 'espérance de Z,.

5) En déduire que Vn > 0: E(X,+1) = E(X,,) puis préciser la valeur de E(X,).
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Exercice 2

1) On a:
Xn(Q) =Yn(Q) ={-n,..,—1,0,1,...,n}.

2) L’événement (X, = n) se réalise si et
seulement si le mobile se déplace a droite
aux n premiers instants.

On a alors par indépendance :

e (i)n.

L’événement (Y, = n) se réalise si et z -1]10]1
seulement si le mobile se déplace en haut P(Zn=2)| % |11
o 4 2 | 4

aux n premiers instants.
On a alors par indépendance :

Puis, E(Zn) = (-1)x3+0x3+1x3 = 0.

P(Yn:n):(l> , 5) OnaVn >0:
. E(Xnt1)
. = B(Xn +7,)
3) Zn r.epresente a VE.L\I‘latIO.Il abscisse = E(Xn) + E(Zn)
du mobile entre le n-ieme instant et le — E(X,).
n + l-ieme instant.
4) On a Z,(Q) = {—1,0,1}. La suite (F(Xy)),~, est donc constante.
P(Zn = -1) Donc Vn > 0: E(X,) = E(X1).
= P(gauche au n + 1 — iéme instant) Or, X; a la méme loi que Z, donc
1 E(X1) = 0.
= i
On a donc Vn > 0: E(X,) =0.
P(Z; —0)
= P(haut ou bas au n+1—iéme instant)
1
=
P — 1)
= P(droite au n+ 1 — iéme instant)
1
S

D’ou le tableau :
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SUJET 6

Exercice 18 - DEPLACEMENT ALEATOIRE

Un mobile se déplace sur un axe comme suit : a I'instant 0 , il est au point 0 . Puis, pour tout n € N*, si le mobile est a
I'instant 7z sur le point d’abscisse k, alors a I'instant n + 1, il sera sur le point d’abscisse k + 1 avec probabilité p €]0;1 [, sur
le point d’abscisse 0 sinon. On appelle X,, 1a variable aléatoire égale a I’abscisse du mobile a I'instant n. On a donc X, = 0.
1. Donner laloi de Xj.

2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N*, X, (Q) = [0; n].

3. Montrer que pour tout n e N* ettout k€ [1;n]: P X, =k) = pP Xp-1=k-1).

4. En déduire que pour tout n € N*, EX,) = pEX;-1) + p

Déterminer 'expression de E (X;) en fonction de n et p.

5.a. Soit n € N*. Calculer P ([X,, = n]) et P (X, = 0).

5.b. En utilisant la question 3, démontrer que pour tout n € N* ettout k€ [0;n—1], P (X, =k) = pk (1-p).

n
5.c. Vérifier que pour tout n € N*, Z PX,=k)=1.
k=0

Exercice 2

Une urne contient 2 boules blanches et n — 2 boules rouges (n > 2). On tire les
boules une a une sans remise jusqu’a ’obtention de la premiere boule blanche.
On appelle X, le rang d’apparition de la premiere boule blanche et Y, le nombre
de boules restant dans 'urne a la fin de ’expérience.

2(n — k
1) Préciser X (), puis montrer que pour tout k € X () : P(X =k) = %
n(n —
- 1)(2n + 1 1
2) En utilisant la formule g ko — LGk I CiCe ),montrer que E(X) = n;— :

k=1
3) Exprimer Y en fonction de X puis E(Y) en fonction de n.
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1) La blanche peut étre tirée au premier
tirage, au n — léme tirage (si les n — 2
Exercice 2 premiers tirages sont rouges), ainsi qu’a

tous les tirages intermédiaires.
Donc X (2) ={1,...,n— 1}.

Pour tout k € X(£2), on a:

= P(Rl NRoaN..NRr_2NRr_1 N Bg)

= P(R1)Pry (R2)...Pryn...nR;,_5(Rr—2)
Ppin...0Ry_o(Rr—1)PRin...aR;_,(Bk)
n—2 n—3 n—k+1

— n X n—1 X n—k+3

n—k X 2
n—k+2 n—k+1

. (n—2)(n—3)...(n=k=FT)(n — k)2
n(n—1)(n—2)...(n=k+2)(n="%k=+T)

2(n — k)

n(n —1)°

X

I
Pyl
[
N
S
BES
[a—
S
S|
[ e
[a—Y
A
S

“ (&) (5

2 (n—1)n 2 (n —1)n(2n—1)
n—-1 2 nn-1) 6

3) Au moment ou 'expérience s’arréte,
X boules ont été tirées. Il en reste donc
n — X dans l'urne.

DoncY =n — X.

On déduit :

- E -

s 3
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